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PREFACE. 


Le présent Ouvrage est issu de legons professées a l'Université 

de Copenhague. Pendant la rédaction du volume, j’ai eu Pheu- 

‘i 

reuse fortune d’avoir comme collaborateur un géométre de beau- 
coup de mérite, M. René Lagrange, actuellement maitre de confé- 
rences a l'Université de Lille. J’apprécie hautement la valeur du 
concours de M. Lagrange, et c’est pour moi un agréable devoir de 
le remercier trés vivement de la peine qu’il a prise et de tous les 
soins qu'il y a donnés. 

Le sujet du livre touche 4 la fois 4 la théorie des approximations 
numériques et a la théorie des fonctions. Le probléme de linter- 
polation consiste a représenter une fonction a l’aide des valeurs 
qu’elle prend pour des valeurs déterminées de la variable indé- 
pendante. Ce probléme comporte évidemment une infinité de 
solutions. Celle qui se présente tout d’abord a l’esprit a été 
donnée par Newton, et c’est d’ailleurs celle dont les calculateurs 
font presque toujours usage. Elle consiste a représenter la fonc- 
tion par un polynome de degré n, qui coincide avec la fonction 
en 2-4-1 points 29, 24, ...; Z,- Ainsi formulé, le probléme 
devient entiérement déterminé, et il conduit a la formule d’inter- 
polation de Newton que nous étudierons dans le Chapitre I. 
Dans la théorie des approximations numériques, la formule de 
Newton joue un role important. On en fait usage dans la cons- 
truction des tables ou, encore, quand on a besoin de faire une 
différentiation numérique ou une quadrature. Mais puisque cette 


formule est trés utile pour le calculateur, il y a lieu de se demander 
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si l’on ne peut également en trrer parti dans la théorie des fonc- 
tions; il en est bien ainsi, comme nous allons le voir. Quand le 
nombre des points 39, 3,, 32, --. augmente indéfiniment, la for- 
mule de Newton conduit a une série infinie. Dans les calculs 
numériques, le cas le plus important est celui ou les nombres 
Zo, 24) 32, --- forment une progression arithmétique. Dans ces 
conditions, la formule de Newton donne naissance a des séries 


d’interpolation de la forme “ 


> As &(2%— 17) (22— 22). ..(22— s?), 


s=0 


ou de la forme 


@ 


3 as(4—1)(%2—2)...(s—S). 
$=0 
Dans ce qui suit nous allons faire une étude approfondie de ces 


deux séries et de la série de facultés 


Co) 


ass! 
Spy aan se 


s=0 


qui s’y rattache étroitement. 

Les fonctions qu’on rencontre dans le calcul aux différences 
finies sont de nature a se préter mal aux développements dont on 
fait ordinairement usage en Analyse. Par exemple, les séries de 
puissances qu’on sait toujours former donnent lieu a des calculs 
pénibles et elles divergent d’ailleurs dans les cas qui doivent 
d’abord nous intéresser. On se heurte a des difficultés considé- 
rables si l’on veut étudier les solutions des équations aux diffé- 
rences finies a l’aide de leurs développements en séries de puis- 
sances. Mais ces fonctions se représentent trés aisément par des 
séries dela forme susdite. Si l’on veut perfectionner le calcul aux 
différences finies, il parait done nécessaire de commencer par 


étudier les séries d’interpolation. C’est d’ailleurs un sujet attrayant 
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parce que nos trois séries jouissent de propriétés remarquables qui 
les classent parmi les plus simples de l’Analyse. 

Nous allons chercher des conditions nécessaires ou suffisantes 
pour qu'une fonction se représente par une de nos trois séries et 
nous trouverons ainsi une délimitation assez exacte des classes de 
fonctions qui se prétent a ces développements. Nous indiquerons 
les rapports quwil y a entre les domaines de convergence des séries 
et les propriétés analytiques. des fonctions qu’elles représentent. 
Nous étudierons lintégrale de Laplace qui se rattache a nos 
séries, et nous en profiterons pour élucider certaines de leurs pro- 
priétés. On est ainsi conduit a une application remarquable de la 
méthode de sommation exponentielle de M. Emile Borel. 

Le Livre se termine par une courte bibliographie qui n’est pas 
compléte, mais qui renferme seulement: les Ouvrages les plus 
importants se rattachant 4 notre sujet. Dans le texte, un nombre 
entre crochets, suivant le nom de lauteur, indique le numéro 
dun Mémoire dans la bibliographie. 

Je suis heureux de remercier ici M. Emile Borel qui a bien 
voulu accueillir cet Ouvrage dans la collection dont il dirige la 


publication. 


Copenhague, septembre 1924. 
N.-E. Néaiunp. 
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EA FORMULE D'INTERPOLATION DE NEWTON. 


I. — LES DIFFERENCES DIVISEES. 


1. Pour former le polynome d’interpolation de Newton on com- 
mence par calculer les différences divisées ('). Admettons que les 
valeurs de la fonction F(z) soient données aux points z= Zo, 
Z,, 32, ..., supposés distincts. On entend par « différence divisée 

’ > i A oa 
d’arguments Zg et 2, » le rapport 
F (zo) — Fi S1) 


en By— & 


Deux différences divisées |39z,| et [z,22], ayant un argument 
commun, fournissent a leur tour une différence divisée du second 


ordre d’arguments Z 9, 2; et Zo, é 


tes [20 21) — [4 22] 
[ 39 24 20] = Raa : 


Et ainsi de suite. On définit la différence divisée d’ordre n a l’aide 
de deux différences d’ordre (n —1), ayant (n —1) arguments 


communs : 
[ Zo 2 -++Bn—1) — [41 22-+- Sn] | 


[eo qrsanect os] — ales 


(‘) Ampére [1] appelle ces quantités les fonctions jnterpolaires. 
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On peut arranger ces quantités dans un tableau 


Bo F(Z) : “ * 
[Zo 21] . Sd i nee 

4, F(2;) [a1 29] [40 31 32] | 

4 By Bs Bq By Bo 3 
(A) 4 22 Fé) oe [21 42 2s] Due. [40 31 42 33 2 | - 

|. 2 3s | - By 32 Be By | 

B, F(z3) [ 42 5s, 3, | 

: \ 44, By) = 34] 


ot les éléments de chaque colonne sont les différences divisées du 

premier ordre des deux éléments voisins de la colonne précé- 
4 

dente. ‘ “ aa 


Les différences divisées sont des fonctions symétriques des 
arguments Z9, 2), 32, ..-- En effet, les équations précédentes 
peuvent s’écrire 


‘ » [ 404) ] = ea ai 
% ee eg a | Paras | ae 
et, en posant : 
Q) Un(Z) = (3— 59) (3 — 31)-..(4 —4n), 


on démontre aisément par yoie d’induction que 


7m 


| : F(a) 
2) ‘ GZjuSq Gales =: 
Oe le [ ra Yh Zi) 
* hd i 


La,symétrie est aussi mise en éyidence dans l’expression suiyante 
de la différence divisée 


a Feu. St Pa oe a 
! So Sy 4 1 I (Zq ) | [ zy a rae 
7 1% 24 Sy Leia F(z,) |. ty ee at 
(3) [Zo 1 By] = = a . o * 
lil ey Sy Zila ES (Ez) | eae i 


Pour en vérifier exactitude, il suffit de développer le détermi- 
nant du numérateur suivant les éléments de la derniére colonne. 
On-retombe ainsi sur expression (2). En posant F'(s) = 3”, dans 
Péquation (3), on trouvera 


aie stie sacenlpes 


ie 


La différence divisée. d’ordre n de la fonction s” est donc égale 
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at * qa é es ; fake te 
A i, et les différences d’ordre supérieur A g, égales A zéro. Par 


conséquent, la différence divisée d’ordre mn dun polynome de 
degré n est égale a une constante, et les différences d’ordre supé- 
-rieur sont nulles. 

Crest sur cette propriété des différences divisées que repose leur 
application a la théorie de Vimterpolation. Si, dans un certain 
intervalle, la fonction a interpoler se comporte comme un poly- 


" nome, avec le degré d’approximation dont on fait usage, on peut 


négliger la différence divisée @’un’certain ordre et considérer les 
- différences de Pordre précédent comme une constante donnée par 

la Table. Pour trouver la valeur de la fonction F(z) en un point 

quelconque %, il suffit done de compléter le tableau des différences . 

par les* quantités suivyantts® | 2:25.5;.. << Sn ]}.[2-S0 Sax Syma lye m'> 5 
[52 9|, F(<) en remontant de droite 4 gauche. Pour n = 3, on trou- 
vera ainsi le tableau suivant : 


Mee sen (Cz™) 
| [= 20] 
Eqn ees 23 La 

: 4a) [ Zo 21] ! 01] [2 29 2, Ze | 
ater Sy F(2,) 2 [ Zo 21 Zo | aes [z Si) 2 Bs 33 | 
eet \ © [3452] [ Zo 41 42 23 | 

Pesta oes) [SZ 33 | [Zo 21 Zo 3 Sx | 

| > Elz [<2 Zz; | Se [ 24 52 33 &; | 

| 43 (43) [< 3,] [ 32 B3 Z, | » 
° H 23 <4 

1 Sy F(z,) 


ot. les éléments de la derniére colonne sont considérés comme 
des constantes, et ot lon détermine successivement les quan- 
tités [3 39 3, 2], [32 %,|, [2 0], F(z) par de simples additions a 
Paide des éléments qui figurent dans le tableau (A). Les additions 
a faire s’expriment par les équations suivantes : 


En éliminant entre ces équations les quantilés inconnues, on 
obtient 


(4) F(s)= F (29) +>) [0 4: ++ Bs] (4— Zo) (Z— 41)+ (6 — Bs-1) 


cy | 


+ [2 39 3445+ Sn] (4— 4) (4 — 4 )...(5 — Bp). 
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Crest la formule ad interpolation de Newton [A, 23] qu’on 
trouve dans le troisiéme. livre des Principia. Les quantités 
[oS ae Se] qui entrent dans cette formule sont les éléments qui 
figurent en téte de chaque colonne du tableau (A). Si ’hypothése 
relative a la constance de [zz ...%p| n’est pas satisfaite, la for- 
mule n’en subsiste pas moins, car par sa formation méme on voit 
qu'elle n’est qu’une pure identité qui raméne la.détermination de_ 
la fonction F(z) a la détermination du reste 


(mae Ri" 2 Zorn aon es — 50) S — oa te oe — eye 


Dans le cours de cet Ouvrage, nous allons faire une étude 
approfondie du reste en faisant différentes hypothéses sur les 
aTeumMents.26, .345 Sash ost 

Remarquons d’abord que la formule (2) nous donne I|’expres- 
sion suivante du reste 


Fiz 2 EF (z;) ; 
Hoa ae eS Yn(4) 
t==0 : 


Un) — 2) V,( 27) 
Tf 
d’ot l’on ture 
n 


Yn(s 4 
(6) Fe=diag : ) F(z;) + [22027 ---3n]Un(4) 


Z— 2) Vn (4:) Son ‘ 


‘i=0 


Crest la formule @interpolation de Lagrange |3]|, qui n’est 
qu’une autre forme de la formule de Newton. 
De (3) on déduit cette autre expression du reste 


aN era enero, aval, aN Fay) : 
‘ nete=8 Nae eS gt 
terme are Maen eH ARCS) ‘ ue a 
~| a | AP 

(y) Rrvi = 5 ? 
lL Bn. 25 gt F'( Zn) rae 3 n 
= ee ee core 
Ti SiS FIONA (3) 


et en développant le déterminant du numérateur suivant les élé- 
ments de la derniére colonne on retrouye l’équation (6). 

On arrive aussi 4 la formule de Lagrange de la maniére suivante. 
On se propose de déterminer un polynome de degré n, 


Frp(%4) = Apt Ay a+...+ Anz” 


x 
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~ qui coincide avec la fonction F(z) aux points 
cE Ie RA eS SE 


Les coefficients Ay, Ay, ..., An sont déterminés par les n-+1 
équations 


PA AY Zp Ag set... + A, se = F(z;), s—=10 


: Ther Zoe 636 GaN Cary) i 
; y So cary Bh 
(eerSqa eS eee eg ys aeaa) é 
; NY ie By 
(GSS 5) ea aap a ec ee Be 
lis Sapa! eae Zh eh Zire) 
Ie ontie oS ee renee ey 
Dees Z2 ay (0) 


identique, comme il était & prévoir, au premier terme du second 
membre de J’équation (6). 


If. — EXPRESSIONS DIVERSES DU RESTE DE LA FORMULE DE NEwrTOoNn. 


2. Supposons que les nombres Zo, 34, ..-, Zn Soient situés dans 
Vintervalle a<s<b, et que la fonction F(z) soit réelle et admette 
des dérivées, jusqu’au n*™ ordre inclus, dans cet intervalle. Dans 
ces conditions, nousallons donner de la différence divisée d’ordre n 
une expression souvent utile. Par construction, le polynome d’in- 
terpolation EF’, (z) coincide avec la fonction F(z) aux pointsz = Zo, 
Zi, .++; Sn. On vérifie d’ailleurs immédiatement sur l’expres- 


sion (7) du reste que la fonction 


F(z)— Fn(z) 


s’annule ences n +1 points. En vertu du théoréme de Rolle, la déri- 
vée d’ordre n de cette fonction s’annule donc en un point © inter- 
- médiaire entre les points Zo, ;, .--, 3x. Mais sur la forme newto- 
nienne du polynome d’interpolation, on voit immédiatement que 


Py (zs) = n'[4021..-3n]- 
On aura donc 


eke) ee 


(9) [2021.--Zn] = Ci Ie Nai 
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Cette équation constitue évidemment une extension de la for- 
mule des accroissements finis 


F(2,;)—F (Zo) _ 


2,;— Zo 


=P(E) <E< 4, , 


qui s’en déduit lorsqu’on pose n= 1. Si la variable z reste dans 
Pintervalle az et si la fonction F(z) admet des dérivées | jus- 
qu’au (n-+1)*™° ordre dans cet intervalle, Vexpression (5) du 


reste peut done s’écrire. @ 


(3 — 2) (3 — 2,)...(4-- 


(m+ 1)! 


(10) Rew = Fn) patn(g) a <b <b. 
Cette équation a été démontrée ‘par Cauchy [2], et plus tard 
par Genocchi [1, 2, 3], Stieltjes [1], Schwarz [1] et Peano [2]. 


3. La formule de Lagrange se distingue par sa remarquable 
symétrie et son élégance, mais la formule de Newton présente 
ev a‘ “i: : an 
lavantage de rester applicable lorsque plusieurs des quantités Zo, 
Z,, ..+) Z, tendent vers une méme limite. En effet, lorsque z, .. . Zp 
tendent vers la limite Zo, l’équation (g) montre que 


: “° Fine z, 
(11) wonli | Zp FS ~ Syl —= [.Sp-20Bo.«+ Sp = —, 


pourvu que la dérivée F(z) soit continue (') au point z). La 
formule de Newton se réduit donc a la formule de Taylor, 


mn 


z (3— %o)> av. 
F(z => “— FS) Zo) +4 — 30)" 1[ s Z9 0... Zo], 


s! 
St) 
b = fr ba Iz 
avec expression exacte du terme complémentaire. Et 1 équa- 
tion (10) nous donne l’expression de Lagrange du reste 


(ose 
Cheats 


Yet) (€), 


Raw = 


€ étant situé entre zy et z. On vérifie aussi immédiatement sur 


(1) Si 4 << 2,<4,<...<%,,°on n’a pas besoin de supposer la continuité 
de F(z). La formule (11) subsiste dans tous les cas ot la fonction F“—-)(s) a, 
pour la valeur particuliére s = z,, une dérivée finie F(z). Cf. Stieltjes [2] et 
Fréchet [1]. 


— = 
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Pexpression (3) que [3)3,...%,] tend vers une limite si, par 

exemple, z) tend vers z,, les autres arguments restant fixes. Il 

suffit de soustraire des éléments de la premiére ligne les éléments 
We o ~ r s 

de la seconde et de diviser les deux déterminants par Zo — 4. 


Quand <p tend vers z,, il vient 


Oh Gain eT Mas: (n= 1)ia? FY (41) 
- pi) = oh 
I ay a] zo} zi | F (4) 
4 
# 2 ot ni 
I 4n Si Bp an F(2n) 
[ 3431 22 5p] FE Get , 
Onl Mees nz} 
‘ De, Si s4 Fa 
* ; 2 
I 2n 4p Bi 


On peut évidemment répéter cette opération un nombre quel- 


conque de fois. 

Lorsque dans le tableau A) les %) premiers arguments seront 
égaux a 39, les a, arguments suivants égaux 4 z,, ... etles ap 
derniers arguments égaux a Zp, on supposera données les quan- 


tités suivantes : 


EN GZ alte CS eh eerie gs & Leone EZ a.) 
1a Ny wt UM das = whet Ni 


ECS, fae Nps eons OP) 


p A Vaide de ces .quantités on saura former le tableau des diffé- 
- rences divisées “sans rencontrer d’expressions indéterminées de 


oO ‘ . * 
la forme -- Par exemple, pour %= 3, a, = 2, on trouvera ainsi le 
oO 


tableau suivant : 


ou 


les 


Zo F( 20) 
Ez) 4 
By FC Zo) oy FI Zo)) 
Fie Zo) [ 9 400 24 | 
Zoe th ( Zo) [2020 41 | [ 2040 40% ] 
s [ Zo 21 | [ Zo 50 51 41 
a, F(%) 3 [40 1 1] 
#"(2,) 
Zine Hal 31) 


éléments qui figurent en téte de chaque colonne sont les 
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coefficients du polynome d’interpolation de Newton F,,(z). Ce 
polynome de degré n satisfait aux conditions suiyantes : 


FW (29) = F(z) UO Nplae Dy terre Colas 

(12) RY ee en, (41) t= 0, 1, 2, Tioga 
pikes So-6nGaso00 MeVawmckens] Sekone. ciaister tee eNeee rs 

(i (ap) = Fe (Zp) t= 0, I, 2, ++) &p—T, 


Sy t+ 4+... +4y=n+t, : 


et l’on aura, d’aprés la formule de Newton, 


(3) Fa(s es 0" FO) 


s=0 
CA 
a . 
+(4— ze > (4— 2, )5| 20 B09. -S021-.241] +--+ 
S=0 
+ (5 — 49) *0(%— 24 )%.. (6 — oy ep | 29 20. Sp Sp |, 
ou, dans la derniére différence divisée [3929 ...%pZp], les argu- 
ments Zo, 2;, ..-, p figurent respectivement %, %;, ..., %p fois. 


La formule de Newton nous donne ainsi le polynome du degré le 
moins élevé, qui coincide, ainsi que ses dérivées de certains 
ordres, avec une fonction donnée, en un nombre fini de points. 
Par une légére modification du raisonnement du paragraphe 2, 
on démontre que 


Co anos a 

4. Passons au cas ot les variables sont complexes. La démons- 
tration de ]’équation (10) que nous avons donnée au paragraphe 2 
est en défaut parce qu'elle repose sur le théoréme de Rolle qui 
ne subsiste plus. Par un autre procédé, on sait pourtant étendre 
Yéquation (10) au cas actuel. Solent Z9, 2), ..., 32 des nombres 
complexes distincts quelconques, et soit F(s) ‘une fonction ana- 
lytique, holomorphe a lintérieur et sur le contour du plus peut 
polygone convexe entourant les points Bos Si, 
conditions, on aura 


* 
., Sa: ans ‘ces 


a1 
[ 2) 24] = { F’E(1— ty) Zo + O14 |.dty, 
“Gg 
1 


. ty 
[zosize]= f dy [ F’Ta t,) 39-4 (et, ty) By t tg Zo Nato, 
0 


V0 


LA FORMULE D’INTERPOLATION DE NEWTON. fe) 


et, en posant 


Un = (1 —ty) Zp + (b4— te) p+... (tn-1— tn) Sn—1 + tn Bn, 


on démontre, par voie d’induction, que 


1-4 1 4 tr-1 
(roe (So Sie 6s Sri if du [ dye f FY (un) dtn. 
0 0 0 


Cette formule est due a Hermite [2] et, comme Ia fait remarquer 


Genocchi [2], elle peut encore se mettre sous la forme symétrique 
[3921-..3,] = {ee ‘ » fF toa t, 21+... 4- t,2n) At at,...dtn, 


ou lintégration est étendue a toutes les valeurs positives des ¢; qui 
sauisfont a la relation 


fo tat...t =I. 


En appliquant le théoréme de la moyenne de Darboux a l’inté- . 


grale (15), on trouvera 


1 ty ta—1 
[4041---Zn] =A FM (89%) + 84 sitet Onen) fo dy [ dt... f dtp 
0 0 0 


) 
= al FD) (89 39+ 61:2;+...+ On37), 


ou ) est un nombre complexe dont la valeur absolue est inférieure 
ou égale a1 et ot les 4; désignent des nombres positifs qui satis- 


font a la relation 
Qo +- 6, ...+ 90, =1. 


Le point 9%) +9,3,-+...+9,%, est, par conséquent, situé 
dans le polygone convexe ou l’on a supposé la fonction F(z) holo- 
morphe. En appliquant ce résultat a l’expression (5) du reste dela 
formule de Newton, et en admettant que la variable z soit située 
dans le polygone susdit, on trouvera 


(3—Z)(Z—21)...( 
(n+1)! 


(16) Rays = an) AB("+1) (09 39 +... + On Sat On412), 


ou 
Qo +O, +...4+ On4, = 1. 


On doit cette formule a Jensen | 4]. 


we 
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Elle présente Vinconvénient que nous avons di supposer les 
nombres Z), 3,, .--, 4n différents l’un de l’autre. Dans le para- 
graphe suivant, on verra qu’on peut aisément y remédier. - 

5. Liintégrale de Cauchy permet de donner une nouvelle 
expression du reste, souvent préférable a celle que nous venons 
d’étudier. Admettons que la fonction F(z) soit holomorphe 4 
Pintérieur et sur le contour C d’un domaine simplement connexe 
et que les points 2, Zo, 3;, -.., 3n Solent situés a l’intérieur de ce 
domaine. On sait que l’on a 


(47) Pos os 


2nt Jo xe z 


De la définition des différences divisées, on déduit immédia- 


tement 
F(¢) d¢ 


JT 
[ Zo 21 | — ele (— 4 )(T — %)) 
et par vole d’induction on démontre que 


| F(C) de 
(18) gy onic en == ; i: (O) dae 


DT yl Ging) (Grn pea Ze) 


Cela posé, reprenons la fonction (1). On aura 


ie shee get ee ee eles _ vol 4) T 
C2 C36 6a fy GS Z o() o(C) fC —* 
Remplacons z) successivement par 21, 32, .--,; 3n- En com- 


binant les (m + 1) équations ainsi obtenues, on trouvera lidenuté 


suivante : 


l I vols) . vis) Yr—i(S)  Yn(s) 1 
I : = + + =5 9) it - Sas Vien =a 
US) haa UO) Uie) dae) Yale) | Yale) Sa 
En substituant cette expression de ; = = dans l’intégrale (17), 


on retrouve la formule de Newton, 


(20) ieee F(2)+ [49 41.- +5] Vs-1(4) + Raat, 
ist 


ky 
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avec expression suivante du-reste, 


bn( 2) F(¢) a¢ 
1p) [ay ety ea ec 5 
Se i 2TL Je bn(S) &—% 


Cette relation est tout a fait générale. Les 39, 2,, ..., 3n sont 
des nombres quelconques, et nous n’avons plus besoin de les sup- 
poser différents Pun de Vautre. 

On voit immédiatement sur l’expression (18) que la différence 
divisée |5)3,... 32] tend vers une.limite si certains des points Z9, 
Z,;, +++, 3, Viennent se confondre, et la différence divisée 
[Zo 30---Zp3p|, oles arguments 2, 2;, ..., Zp figurent respec- 
tivement %@%%,, ...,%p fois, admet alors l’expression suivante : 


: F(t) at 
(22))a [ZoZ0.-.Sp Zp = eh 
0 <0 EL p | Le 


2 Bq) %0(G — By)... (C= Zp) 


En rapprochant cette équation de l’équation (18), on voit que la 
différence divisée | 29 3)...3pZp| d’ordre n s’exprime comme une 
dérivée d’ordre n—p de la différence divisée | 292, Bias ipl 
d@ordre p. En dérivant «,—1 fois par rapport a %), #; —t fois 
par rapport a z;"et ap =] fois par rapport a Z,, on trouvera 


A%p—) d&— ; 
eae eee Sy %1...Zp] =T EECA neces Bigisnntiesnten lt 
dairy dz%! OL p| (4%) D(a) (%p) [40 Z0-++ Zp Zp] 


De Véquation (15) d’Hermite, on déduit done la relation sui- 
vante : f 


4 ty tp—1 
[20 30---2pSp] = dt, MN ap p Fl) (up) aty, 
0. 0 0 


ot l’on a posé 


(1 ty)" (ty — by) 1-1.. (hp a — tp pe P 
a Piao) (ay). PC ap) T (ap) 


° 


Le théoreme de la moyenne appliqué, comme dans le para- 
graphe 4, a la derniére intégrale, donne alors 


4 fi toe, 
[Z0Z0--- Zp 3p] SAFO (G92)... Opp) f dt, fs CHS [ » dtp, 
0 0 . 


0 
ou ; 
09-406, -+...4+ Op = 1. 


Mais en vertu d’une formule de Lejeune-Dirichlet, l’intégrale du 
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second membre est égale a ae En reprenant le raisonnement du 
paragraphe 4, on yérifie donc que l’expression (16) du terme com- 
plémentaire reste vraie si un certainnombre des points Zo, 34, +++) Zn 
viennent se confondre. 


6. Quand on veut construire la table d’une fonction, on s’ar- 
range le plus souvent pour que les arguments 29, 5), 32, --- de cette 
table forment une progression arithmétique, et c’est ce cas que 
nous allons maintenant considérer. Sans, diminuer la généralité, 
on peut se borner a donner aux z; des valeurs entiéres. Posons 


pour abréger 
F(s+1)+ F(z) we 
2 


V F(z) = 


et désignons la différencede la fonction F(z) par 
AF(z)=F(4+1)— F(z). 
En appliquant l’opération A n fois de suite, on obtient la diffé- 
rence d’ordre n, qui se définit par |’équation de récurrence 
WL Thal) 
AF(zy= 1 A F(<)| : . 


et dont on peut donner l’expression directe 


WL 
ft ~S) nr 
LEG) == ==] )\@=s F(z-+s), 
Gay |) Fig+s) 
sa @ 
Les différences divisées sont hées aux différences ordinaires par 
Péquation suivante : 


1 ey 
[3,2 +1,24+2,...,2+n] = —AF(z). 


En posant 3; = a@ +s dans I’équation (20), on trouvera 


nm 


(23) F(2) =) (45 7) AR (a) + Raw 


s 


ou 
3 — a—l1)...(3—a—n) F(C) at 


C—a—T)...(¢—a@—n) C—2 


(24) Rast = =, (—@) 


I (z—a)( 
C ( 


Crest cette série particuliére que l'on désigne souvent comme la 
série de Newton. En choisissant les nombres z, comme il suit : 


) S51 = — S$, Sys 5, 


4)=0 


= " * 


in . 1 
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on trouvera 
; n n—t 
4 2 4 /e-+s\ 3 FP +s 
aa) PO) = VE KARR + VF) & Hees eres PAT 
oS Zea 
C0) sm 0. 
ou 
R I 3(3%*—12)(2 (z2—n?) F(C) 
Raavnat Ri, yee [ : hares a re aC 
RR ee —— LCG on) —n*) €—32 
Sil’on pose, au contraire, zy,_;= $ et, 32; = — S, il vient 
" Td ‘ 
; oS I ai + 
OS ep Rs ai) F —s R 
CHE =y i, )tes+ yo. (—s)+ Ran. 
ys = haa 
: ts 


On désignera les séries (25) et (27) comme les séries dinter- | 
polation de Gauss ('). Ajoutées terme a terme, elles donnent la 
” série @interpolation de Stirling (' ) [2] 


nr 


(28) F(z => 2?(32—17)...(22— (s —1)?) AF(—s) 


(2s)! 
Sa 
n—1 
RN 3 (52— 12) (o2— 22), ..(g2?— 52) 2841 
+) aay SE ose Re ae 
S=.0 


On obtient un autre développement remarquable de la maniére 


ase ee 
suivante. Remplagons, dans Loadation (27), & par 5 et F(z) 


Ce a aed 


par F (== ;): Remplagons, dans: Péquation (25), 2 par s : 
Z I : ee aye 
et F(z) par F(s + ;): En ajoutant terme a terme les deux séries 


ainsi obtenues, on forme la série d’interpolation de Bessel ('): 


m |: E = (: a at AE (se) 


aS |=—(G) 


29) 


* 
oe 
(1) Ces dénominations ne s’accordent pas tres bien avec les fails historiques, 
_**=mais nous les conserverons toutefois parce qu elléS" ont été consacrées par 3 
Pusage et figurent souvent dans les Traités élémentaires sur l’interpolation. 


he 


‘ ; i r 28 : 1 
(2s 1)! A P(—s— 2) 4a 


+ 
oe 
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Les séries de Stirling, Gauss et Bessel sont assez voisines l'une 
de autre pour qu il suffise d’étudier la série de Surling et pour 
que nous puissions nous borner a quelques courtes remarques 


relativement aux séries de Gauss et de Bessel. D’ailleurs, les fone-_ 


tions que permettent de représenter ces séries sont assez particu- 
liéres, tandis que les séries de Newton et les séries de facultés que 
nous étudierons ensuite correspondent a une classe beaucoup plus 
étendue de fonctions. Cependant il y a intérét a rapprocher la 
série de Stirling (28) de la série de Newtgn (23). Le calculateur 
se sert de la série de Newton quand il s’agit d’interpoler au voisi- 
nage d’une des deux extrémités de la table; mais en tout autre cas, 


il préfére la série de Stirling parce qu’elle est « plus convergentes, - 
cest-a-dire que les nm premiers termes de la série de Stirling” 


donnent une meilleure approximation que les m premiers termes 
de la série de Newton. . ° - 

En faisant tendre n vers l’infini, on pourrait donc étre tenté de 
croire que la convergence de la série de Newton devrait entrainer 
la convergence de la série de Stirling. Mais il n’en est rien. 
Nous allons voir que la série (23) converge dans des cas beaucoup 
plus étendus que ne le fait la série d’interpolation de Stirling. On 
voit par la une nouvelle fois combien est grande la différence 
entre ce que demandent le géoméire et le caleulateur aux séries 
dont ils s’occupent. Si une série converge, le géométre en peut 
tirer parti sans se préoccuper de la rapidité de la convergence. 
Mais s'il s’agit @une approximation numérique, l’essentiel est le 
degré d’approximation que donnent des premiers termes de la 
série, et une série de Stirling qui diverge peut quelquefois rendre 
de plus grands services qu'une série de Newton qui converge. 

Signalons encore que ce n’est pas seulement dans le calcul aux 
différences finies et dans la théorie des approximations numé- 
riques que les séries d’interpolation jouent un role considérable. 
C’est ainsi qu’une application remarquable a la théorie des nombres 
a été donnée récemment par G. Pélya [1, 2] et F. Carlson [2], 
qui en font usage pour ¢étudier les fonctions entiéres qui prennent 


dés valeurs entiéres pour les valeurs entiéres de s. 


——S a ‘ * 


7... 


 CHAPITRE IL 


LA SERIE D'INTERPOLATION DE STIRLING. 


I. — CONVERGENCE UNIFORME. 


7. Nous éllons étudier dans ce Chapitre la série d interpolation 
de Stirling, définie au Chapitre précédent par la formule (28), et 
que lon peut encore écrire 
(1) F(s) = F(o) + Mi (asa) 2) s(28@ 12)... (2239), 


s=0 


Nous avons vu que l’on peut exprimer aisément les coefficients 
a; et a, a Vaide des valeurs de la fonction F(z) aux points = 0, 
+1, +2,...; dailleurs, en donnant successivement a < toutes les 
valeurs entiéres, on oblient un systéme d’équations linéaires qui 
détermine complétement ces coefficients; donc, si le développe- 
ment en série de Stirling, d’une fonction donnée F(z), est possible, 
il est nécessairement unique. Cette remarque est essentielle, et 
nous verrons d’ailleurs qu’il n’en est plus de méme pour la série de 
Newton. 

Les deux combinaisons 


(oe) “F(z)=F(—2) = ay ay 2(2—12) (2? — 22)...(22 — 82), 


C3) F(z) + Fz) =2F(o) +2) al. 22 (2% 12) (2?— 22)... (s%— s?) 


s=0 


nous montrent qu'il suffit d’étudier une série de la forme (9) 
encore, en posant 


, ou 


; F(z) — F(— 
(4) H(z) = (2) — 4), 


(5) H(2) = ao-+ >) (2% 12) (2?— 28), .(28— s?). 


S21 
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Siz est un entier positif ou négatif, cette série se réduit a an 
polynome. En écartant ce cas, sans intérét pour l'étude de la con- 


vergence, nous allons démontrer le théoréme suivant : 


St la série (5) converge pour 3= 49 (4) n’étant pas entier), 
elle converge uniformément dans tout domaine fini du plan 


de la variable z. : 
En effet, posons : 
bs = as(33 —12)...(22 — s?), by = a; 


Es sal Go Ben Ck ee) 


(eB 18). R= 82) 


s 


Co = 15 


par hypothése, la série >» bs; converge, et il nous faut démontrer 


s=0 


qu'il en. est de méme de > 6, ¢s. Appliquons la transformation 


sS=0 
d’Abel au reste de cette derniére série : . 
S— 70 ee) S= nt F c) 20 
~~! A) 
(6) >) bses= ep Dbs+ » (Gs —— Cea) > by— Cp > by: 
S=p bh Sp S=p+1 Vis v=m-+1 
ona 
- st — z2 
C5 — Cs_4 = Co_-4 22s? , 


et, lorsque s augmente indéfiniment, 


Z2 PD) =r 
=U i aA)! 
(: a tae =) 


: é He ie msayycilelge ts 
tend uniformément vers la limite ————.. 

: Z Sink Zo 
Done, dans l’équation (6), on peut faire tendre m vers linfini, 


ce qui donne 


(7) y) bs 0e= Cp >) bs — (a*— 53) > a hb. 
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Enfin, ¢ étant un nombre positif, il existe un nombre py tel que 


y Os =e 


s=p 


Sl p2po, et le théoréme énoncé résulte immédiatement de )iné- 


galité suivante : 


I 
>) bses| <sC-+ eC" >) ae 
S—p Sie iota 


cette inggalité se comprenant avec la convention suivante, que 
nous faisons ici une fois pour toutes: la lettre C signifie seulement 
qu’on peut la remplacer par une certaine constante, sans que ce 
soit nécessairement la méme dans les différents termes ou elle 
apparait. 

La série (1) étant la somme de deux séries de la forme (2) et (3), 
deux cas seulement peuvent se présenter : ou bien elle converge 
uniformément dans tout domaine fini du plan; ou bien elle ne con- 
verge que pour les valeurs entiéres de 3; cependant, il peut arriver 
quelle converge en outre pour une seule valeur non entiére. 
Lorsque cette série converge, elle représente donc toujours une 
fonction entiére de z. 


I]. — FoNncrioN MAJORANTE. 


8. Pour voir quelles sont les fonctions entiéres représentables 
par une série de la forme (1), nous allons chercher une limite 
supérieure du module de F(z). Il est remarquable, en efret, que 
étude de cette limite. supérieure permet une délimitation assez 
précise de la classe des fonctions qui admettent un pareil dévelop- 
pement. On y arrive le plus aisément en étudiant séparément les 
sommes 

F(z)—F(—z) et F(z)+F(— 3), 
ce. qui conduit a déterminer une fonction majorante relative 
a H(z), en supposant que la série (5) converge. 

Cette série peut-étre simplement convergente, pour toute valeur 

non entiére de 3; mais en reprenant l’équation (7), avec p = 0, on 


NORLUND 2 


* 
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obtient la*série 


H(z) =H (29) +(2" > ey 


Ze —17)...( 2% — s?) 


absolument conyergente quel que soit z. En particulier, faisons 


25 stl wien 


Oh EG NE gl 
Hooke oe OS 
p=) 
ou Y 
LiTaO sO 
sn 


en changeant légérement nos notations et posant 


g2(%—12),..(22?9— n*) 


( 8 ) C7 == (nip 
notre série s’écrit donc 
ayn C 
H(z) =H( Seas wel . 
(9) (3) =H(o)+ feat - > = 
R=6 


Les nombres a, sont indépendants de z, et les c, sont des poly- 
nomes en ¢ tels que l’on ait 
(10) He ere oka Ea 
xen = 
9. L’étude de H(z) va résulter de examen de Vordre de gran- 
deur de c,. Pour cela, formons 


Cn g2 
(n = | -— — ye. 
BAn) Cn-1 n ; 
qui s ecrit encore, en posant 
; Be Te, 
ré 272 
Td j= = — AV. 
(11) E(n) fra 5 on COS 2¢ 


H(z) étant Ratt, on Pe se borner aux valeurs de < situées 


dans l’angle — - ee es 


- Considérons alors (nr) comme une 


fonction de la Tae Sonu n, et dérivons-la; il vient 


— n?cos 2°), 


E(n) &(n) = 


fe 
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/ et Von voit que &/(n) ne s’annule que si cos 2 > 0. Il en résulte 
que H(z) se comportera différemment dans les angles 


Le tT ™ 3% 
=o ake, et Favs oat 
iq df 4 4 
M Si & = = am pr’ est ! ti t 4, or if Sy c — « 
EO Gp ae ag (7) est constamment négatif, et (nr) >1; 
done 
I 
Gye Cr be Cole =" 2.51 ez 
é Tw 
eh par suite, 
@ee(12.) é » aa Oe aos L perme Bacio ee = Crem sine, 
ad (1 +- 1)? dad (1 +1)? 
» n=0 T= 0. 
rs TT ; ; sity ; 
pov ee n) suit alors la courbe de variation sui- 
4 A , 
vante : 
Itig. 1. 
<( 
1 
sin 29 


et la valeur unique de nv pour laquelle €(n) = 1 est 


— ifs 
n= —e 
\/2 cos 29 


Si Pon revient aux valeurs entiéres de 1, les coefficients | c,,| 
admettent done une valeur maximum dans l’intervalle 


a in 
et les termes qui auront le plus d’influence sur l’ordre de grandeur 
de la fonction seront ceux dont lindice se trouve dans un certain 


__yoisinage de n. Cette valeur maximum admet une expr ession porte 
~ | culiérement simple, que nous allons déter miner 


a Q / 
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Mettons c, sous la forme 


T(z+n-+-1) 


haan Tena An Wes Ty 


si l’on se rappelle expression asymptotique de [\(z) 


Nie 


(13) C(s)= f2rz,-%e- Seen e I; : 

ot ¢(z) tend vers zéro quand z s’éloigne indéfiniment de l’axe des 
nombres négatifs, on vérifie facilement ihe il existe une constante C 
telle que l’on ait- 


i: 
: 5? — me? Net tee/ 3 1 \ % wa 
len|< Cr (S) | ; 
n? 4—T 
pour 7 = 7, on aura 
Bien = 
—2 or l, 
Vi 
I : 
Sac ets ie 5 
LG \/2. cos 2° pa sine 
Saat Bivens J Vcos29+ /2c0se 
2 COS 20 
et, par suite, 
x vs S220 | rs er vir), 
Ray 
ot lon a posé : 
(14) ¥(») = cose log (\/cos 29 + /2 cose)? + 2 sing are sin (\/2sine). 
Par conséquent, 
(15) len|<¢ rer Ys 
D’autre part, la valeur entiére de n qui nous intéresse est com- 
prise dans lintervalle peas n) et vérifie 
Preven << OR fteree| A 
car 
lim |—-| =1, si ln—n {St 
Tes 
Aw SS 


Enfin, tous les autres coefficients Cn vérifient. a for Hare la méme® «= 
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eee ass : ‘ rie toe ™ ‘ 
inégalité, de sorte que, dans langle — rot << 77 oma 


2h Cne Ch 


| &n | 
< Of eg! Sy lel 
(n- -1)? (n +1)? 


= 0 Terni) 


oe Cry < Cr er Yr, 


(16) 


10. Pour réunir-en une seule les deux inégalités (12) et (16 
{ S ’ 
nous désignerons par U() la fonction, de période x, définie par 
te) i T ) p ? Pp 
, . 715 715 a . ° 
lexpression (14) dans Pangle — : <<, etcoincidant avec 7 sinv 
f 


3m 
dans langle = ee v<—. Cette fonction est ainsi définie pour toutes 
4 4 


les valeurs de #; elle est paire et continue, car les deux expressions 
donnent 


a R - : eas ™ 
Enfin, il nous suffit d’étudier sa variation dans langle oS» <<; 
@ 


puisqu’elle est évidemment positive et croissante dans l’intervalle 


Mais alors on peut écrire 


v = 
are sin (4/2 sine ) Sa cos dx 


0 \/ cos 2x 


“log ( \/cos 26 +- \/2 cose) = vf — ashes + log(1+ 2), 


V/ COS 22 


et mettre (14) sous la forme 


(17) -¥(v) = 2coselog(r-+ V2) +2ya f M@LEDay, | 
0 cos 2a : 


Deux dérivations successives donnent 


(18) ¥ () =—asinglog(i+ ya) +2va f cost p=) 7 


0 cos 2a 


(gy: otcey Seed (oy 


Vcosae 
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de sorte que Pinégalité déduite de (17) 


U(r) S acoselog (1+ 2) + 2 f sin(¢ — x) dx 
Vcos2v J. 
as 


= 2 cose log (1+ /2) + (1— cose) 


\/cos 2° 
entraine 


COs 20 


b" (v) 22 cose | aces tae 3); 


eee . TT . 
v"(e) est done positive dans Vintervalle oSeS7 et, puisque 


U'(o) =0, la dérivée U'(v) est positive et croissante dans cet inter- 
valle, et il en est de méme de 4(¢). 

En complétant ces résultats grace a la parité et a la périodicité, 
on obtient enfin la courbe de variation suivante : 


1 
A 
(or) 
al 
IA 
FIA 
io) 

#lAP--------------- 

MIA 
ton) 
=| 
=] 

G 


La fonction () admet des minima, égaux a log (3 + 24/2) aux 
points o et +x, et des maxima, égaux a 7, pour ¢==b a et elle 


n’en admet pas d’autres. On a donc, quel que soit ¢, 
o <log (3 +2 V2)SU(e) <n. 


En outre, par un calcul analogue au précédent, on peut donner 


a (14) une autre forme: 


Tw 
5 - (* sin(w—e)dxr 
T SLNIY + 2 2 —- ? 
. COS 22 
F 
? . + ) wT 4 TR ye * Sar 
d’ou résulte, dans angle —-+-<9< 7 Vinégalité 
: locates 


U(r) > wsine. 


- 


‘4 
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11. Cela posé, nous avons démontré que la fonction H(z) satis- 
fait, pour toute valeur suffisamment grande de z, et quel que soit¢, 
a une inégalité de la forme 


. | H(r et) eG er Y(v) r8, 


ot 81. Mais une étude plus précise va nous permettre de choisir, 
pour cet exposant, des valeurs plus faibles, a savoir : 


hai 7 . 4 Q . 
1° B=—1 (mais non 8 <—1), s1 
55 3% 
= eS gat 
4 


\ wae ail . i : 
a x (mais non 8<— ak sl 


2 
TT wv 
SS Sam Oe SEG 
i 4 
: A : zd 3% 
3° Enfin, fait remarquable, c’est pour »> == -,0u p= es 
fi ms 
que 8 prend sa plus grande valeur 
= 6 3 I 
as 


Tv 


42. Considérons d’abord langle 5 <P 4 


-Sin<m,ona 


Ceti Weare | . 
E(n +1) §(m+2)...E(m) 


et, lorsque m augmente indéfiniment, 
- “TF 
Bs Pea |zsin- 2 | 
2 — i 
) Tg eT 1 yee Ae 2 Vea) 


Pour déterminer une limite supérieure de |c,|, remarquons 


que 
A Tie 27s DP: ‘ 
E (n) =i —— a Oe Tr COS 20; 


cos 2¢ étant négatif, il résulte de ’inégalité bien connue 


Uu. 
I+ u 


logat+u)> (u>o) 


que 
— r?2cos 20 


logi(n) > 


pestis Sree et aA 
—2r’ cos av 
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d’ou lon déduit, pour rn > 7, 


— r?cos 2” —r?cos 2 


log§(n) > - 


12— 2n? cos2v 3n2 


Par conséquent, 


—r*cos 29 I I 
E Nee + ——-+... 
SEL Ue eels 3 Fees: (n+ 2)2 | 


—r’?cos 29 * 


3(nm +1) 


et l’équation (20) fournit Pinégalité 


r2cos2v 
(21) len] << Grermsine ¢ 32 Ga 
On aura donc 
een, Soe 
(22) jen|< = er Yr) 


Nt ee — 7? cos2v 
e =e Aalkarere 


-quanuté; d’autre part, si ¢ est un nombre positif, on peut trouver 
un nombre 7 tel que 


- Soit alors n, la partie entiére de cette derniére 


len Se pour n2no, 


et nm, est supérieur a ro lorsque 7 est suffisamment grand. 
Cela posé, partageons la série (g) en trois : 


~*~ No—i 7 wo 
an Cn ~~ Se 
pe ae = + = . 
Ft == 1} ot 
n=0 0 No m 


La premiére partie est un polynome en s, et, quelque peut que 
soit le nombre positif y, vérifie une inégalité 


Ann 
3) Diieeran 


Pour les deux autres sommes, on a 


tj—4 7 ny—t : 
: Palite 
(a4) pe eS ee 
(n+1)? (7 +-1)? r 
No No 
s i rtcos 2v 
> ' Xn Cn <eCren W I en SEALS 
(m+ 1)? dd (20 4-1)? ; 
ny ny 
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mais cette derniére somme est inférieure a lintégrale 


ad 4a¢ y we z 
ob dz = 2 contv 3 
eo bx = < e 11 
pei 


WS os — 72003 20 


et, par suite, 


Tt inc 3eCery) 
(25) Mee eee 
(7m -+1)? — rcos2v 
ny? 
Jusqu’ici, nous ayons exclu les extrémités de Vintervalle 
x 3t . ys er “ 
(3, rie En modifiant légérement ce raisonnement, nous allons 
\ 
« 


trouver une inégalité yalable dans tout cet intervalle, extrémités 


comprises. 
On a, en effet, 
wt Tx 
62( my 21+ AS 
done 
| Sy $r* 
oge(n)> re aees 
Mais alors, sin > vr, 
a ~ ie 
logé(n)> re 


el, par suite, 


rh I I 
( Op Patek Ne a 
logl[E(m+1)&(n+2)...]> j [ay (n+ 2)% 


rh 


Za | POE SET 
12(7 +1)! 


On peut done trouver une constante C telle que |’on ait 


| as 
Tiga SEAN ome 


(26) ape ot Oe int 


ce qui permet d’écrire encore Vinégalité (22) sous la condition 
$ 


Zs re \ 3 
Triene afte (aeons ’ 
Cy Say 24 ben) 


° 


Soit 1, le plus grand enter qui vérifie cette double inégalité, pos- 

" 
sible dés que r est suffisamment grand; (23) et (24) sont alors 
conservées et l’on a pour la troisiéme somme, en tenant compte 
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de (26), 
rs 
we eater 
Op C wl 
Ss cGrervin'> aera? 
(7m +1)? (m +1)? 
m4 my 
mais 
oa) tis , 3 
~ i278 2 Ts © rags 4 = u 
e ue = 5 = 2 i 
na @ Whe Se Ze e @d=r ? Codie 
(m+ 1)? a? 
ny 250 rey 
n, 
Par conséquent,. ‘ 
ia shee 
, ener eC e” ¥(") 
(27) Da arene dae 
Tee 


et cela, méme si cos 2” tend vers zéro dans l’intervalle considéré. 
En rapprochant cette inégalité de (25) et en tenant compte de (23) 
et (24), on pourra done écrire linégalité générale 


e(r) envy) 


(28) [H@ e?) |< 


9 D 
1 — 7° cos Py: 


= 
aa 


r3 


2 I . : 
e(r) tendant vers zéro avec —, et cela uniformément dans langle 
- 


Re yee 
era 
Ope |e . Tv 7s 
{3. Considérons maintenant langle Pare La encore, 
¥ 


nous obtiendrons deux inégalités distinctes suivant que z s’éloi- 
genera a Vinfini sur un rayon vecteur intérieur a l’angle, ou asymp- 
totiquement a un coté de cet angle. On est ainsi conduit a séparer 
cet angle en deux régions A et B par une courbe asymptote aux 


. . ae . 
deux demi-droites extrémes » = —; on peut alors obtenir deux 


valeurs différentes pour 8, suivant que z s’éloigne a l’infini dans 
lune ou lautre de ces deux régions; mais ces valeurs dépendent 
de la courbe choisie, et la meilleure approximation correspond 
aune branche de courbe d’équation 


r4(2 cos 29))S== Const, 


Sur la courbe elle-méme, 


) 


2 =V/r(2c0s29)* 


we 8 Se é } tins oe oe 


-* 
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est une constante, qu'il est commode de choisir égale 43; on aura 
done #23 dans le domaine A, et x3 pour tout point de B. 


Fig. 3. 


a 


Placons-nous d’abord dans la région A. Les termes qui apportent 
a notre série la contribution essentielle sont ceux dont l’indice est 
compris entre les deux quantités . 


désignons par my et n; les indices extrémes de cet intervalle 


- Le we I 
MO | SY OS TOSI ON (SS Ra iss . 
x wv 


No conseryant sa signification, nous partagerons ainsi la série (9) 
en quatre sommes 


— 


oO 


- AnCn 
= Pp+ P,+ Po+ P: 
(n-+5)2 0 1 2 3) 
ou 
no—1 No--1 Ng— 1 ~ 
i= sha; AHS) Dd 
0 No Ns ns 
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\ P, vérifie encore linégalité (23). Pour P,, ona 


n3—1 
. 1 
Roa peek 
| 2|<e| a| C41 
Nog 
avec 
Ng—I ns 
a "as I I D ’ 9 
ef a =>» 
2 2 ms = 
= (m2 +1) Praee No Ns nae (1— a) han 
a a 
en tenant compte de (15), il vient donc 


3eC er Yl) 
(29) Paice = 


: Ti (aos sey" 
(30) 


Considérons maintenant la somme P;; pour n > 73, on aura 


lca | = §(n)&(n —1)...€(n3+1) | Cn,|3 


mais 
r* 27r7% cos 2” 
E(n)li+ — ~ 5 
n? (3-1)? n? 
[ 
Py —+- — 
2r2cos2v I x 
SS a SSS 
n2 x 1 \2 
oe (: 3e =) 
x 
et, puisque x2 3, 
272 cos 2v Sos 
oe) . wnt 
2(n a e 
(rye xn? : 
—r? cos 29 
log é(n ee 
oS i= zane i 
on a done 
—r? cos 29 [ I I 
log Ng+1)&(mgt+2)...&(n —— +...4+ 
gle ( 3 ) EC 0 ) at Nips x (3+ 1)? n2 
— 72 cos 20 I I 
rt . 
se a ee a a , 
x (+ n “] 
en substituant dans (30 ), il vient 
~~ 


ie r? cos 20 ( 1 1 ‘ 
| Cn | <<) en, |e w Msbl rb) 
et, par suite, 
: recos 20 
rrcos2» 
|Ps|<e 


1 = w(n+1) 

4 yA EH) MQ 

Cn ¢ a 
(n-+1) 


Ny 
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Enfin, 
len,| < | ex| 
eb 
r2cos2v 
bed T-Bar he Fs ricos2v Tr? cos 2v 
yg TA EN bleeds x ce ee 
—— < e ~“F — = ———l\e *% —y] 
(REET)S Seo), Z? Tr? COS 2° 
Ng 3 
entrainent 
¢ Ca er Yl") eC er¥() 
(31) Pye le 


DT COS 2 x, rel ihe 
ny Vr (2 cos 29)" 
Reste a étudier P,. Pour n < ng, ona 


“ . 


= | Cng| 
(32) Une bia ECA AR EGR: 


et lon peut écrire , 


ay Ge 27r? COS 20 
Ge) SS > 2 9 
TE (Tig )a Th 
1 
2 lan ek 
272 -COS 20 2 DL 
>1r+ = = 
n2 & 1\? 
{(— - 
L 
4r2cos 29 Ne < 
>i+ —— =i+ 5 
NnZ& Ki 
done 
ae 
log E(n) > ———— 
g E( )> n+ 


log [EC +1)§(m + 2)...8(r2)] 


Ng 
I I I dz 
OS Fe Se ae SS SS ae f ———_ 
nm+f+22 TU Dt 2a Ngt+ 22 PSM OGD 
Ng I+ 22 7 


= «log —————.- 
VON AS OS NOEL 


(32) donne alors 


(33) [onl <1 engl ( 


m—+2xr7+1\7 
Ngateax+i 


Cela posé, partageons P, en deux parties 


nil Ny—1 


Pr=y+)>> 


No ny 


5 
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n, étant de Vordre de grandeur de z, soit 
n= k 


z, 


ou & désigne une constante. Alors 
my t2n7+1\% hy \% 
Pict oue nee 
Ne 22-1, ye 


k, désignant une nouvelle constante; et, x étant 23, on aura, pour 


des lo suffisamment grandes de 7, ‘ 
ik} 
| Cn, | < | Cn, | 95 
r? 


comme | ¢,,.| << leak, on sait trouver une constante C telle que 


CerVilr) 


Jr 


et l'on peut écrire, pour la premiére partie de P,, 


| Cn, | << 


d 


Al 


—14 
hip 
On 1 2G e” ¥(") 
(34) aa ee Goal Yoo << 


(7 +1)? [> 


(2 -+ 1) . 
No No ) We 


Pour l’autre partie, (33) donne 


Na—1 Ng—I1 


nen ie € | Cn, | pp ee 
(rm +1)? | ~ (mgt 2041)” (rm+1)2 7 
ny my 
cette derniére somme est inférieure a 
TNg— I 
DEN nts 
(1+ | iG. + 2@ + 1)%-2 
M4 
ns 
2\2(Ngt 2H +1)%-!— (ny+ 22 -41)*%-1 
< (1+9) = fe os ) 


et, par suite, 
Ne—1 ; 
. @ G | ep,'| eGer vir) 
Ln Cn 2 eC | Chy < 
(ew) ell ae wakes — = 
zn ( ) a Vr (20s 20)! 


En définitive, cette inégalité, jointe 4 (29), (31) et (34), 


LA SERIE D’ INTERPOLATION DE STIRLING. a: 
démontre que, dans le domaine A, H(z) vérifie une imégalité de 
la forme 


A ; ; eCerblr) 
(35) [BEN (7pre7P) Nee a ee a 


\/r (2c0s 2)4 


14. Il nous reste a étudier le domaine B, pour lequel x33, et, 
par suite, 


(36) nz 


V/9 ¢ e+ 


Si ry est un entier de ordre de n, done supérieur a ro, on a 


a 


20 


ao 
An En ee I gent 
— wee. C; —_—_ < ’ 
: ; Mee: ge Aa eee Nee I 


Not! Ne+1 


d’ou résulte, en tenant compte de (15) et (36), 


4 
Ee Onen es eho 
(37) Gere, 3 er YW), 
No+l : 


j aie n . 
Prenons pour ny la partie entiére de —- Pour les termes res- 


V2 
tants, ona 
I }, 
=o = ae 
ae re r?>n cos2e 2 
2 = — 4 
2(n)2I+ =i 
si (m)2 rr ni‘ a je 
np << 
donc, pour r< NEN, 
Tet oN 
— 7 s 
r* 
logé(n 4 a, 
gé(n) > ; Es 6ne- 
ne+ — rk 
2. : 


= 3 : re I fs 
_~ log[E(m + 1e(n +2)...2(m)] > F | oy ere, 


rk I I | 
aa (nr +1) (My+1)* : 


d’ou résulte enfin, en vertu de (32) et de linégalité 
-déduite de (36), 


ye 
(Mg+1)8 


ru (v) — pales 
18 73 


(38) len] << Clen,je B™ <Cre 
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ra 
f 


os 
ww 


Mais alors ona 


C 
en lr havce 
. r 


pour 
4 


——» 
3 (logr)3 


et, si n, est la partie entiére de ce dernier terme, on en con- 
clut que 


n—1 Fi 4 
14 rbiyd 
9 AnCen » I Cron, 
3 Se ele pS XG; = 
( 9) (n 1)? < | n, | (n 1)? << Vr 
No 


No 


No 


our la derniére somme » Vinégalité (38) nous donne 
Pp lad Pinégalité (38 d 


™ 
rs 
Ng Ng ees 
ane ‘ é 
(40) ee all rerl(v) y Ss 
(iw —=-1)? (Wet) 
Ny ny 
er) ue 1 


‘ =e dz a 

~ “a 

<eCrery'») J @ eT ee ee Gr. Ferny), 
* < 


0) sal 
La conclusion de tous ces calculs est que, lorsque z s’éloigne 
a Vinfini dans le domaine B, il existe une constante C telle que 
Von ait . 
1 
{| H(re”)|<eCr Ferh), 


En rapprochant cette inégalité de (35), on peut écrire enfin 
Vinégalité unique 


~) et U (vp) 
(41) [H(retsy| Se te 


ale 


9 


( I+ 7%cos2 a) 


r 3 


e(v) tendant vers zéro quand 7 augmente indéfiniment, et cela 


. 3 T a 
uniformément pour — i Sos e 
15. Revenons a la fonction F(z). Les résultats précédents, qui 
ont été établis pour une série de la forme (5), ne s’appliquent 
ae Bi) eB ce Bee coo 
qu’aux deux combinaisons—@)—"(—*) et oe eae icra as . 


Done si la série (1) converge, la fonction entiére F(z), qu'elle 
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représente, satisfait, pour 7 >>1, aux quatre inégalités suivantes : 


. e(ryervir) rB 
(42) [F(z)bF(—2)|< LOS 
I—r cos 2” 
eo qe 
pour : Sp) ve et 
7 erly) pB 
(43) | F(z) + F(—2)| <e 
; (1 A eueass o) 
pour — a sess et pour Spe 2, Au signe -+- correspond la 
4 4 4 4 


) . 
valeur 8 = 5; et, au signe —, { 
3 


oD) 
iC eee 
? oa 
elles sont les conditions nécessaires pour qwune fonclion 
entiére F(z) soit développable en série de Stirling. Un calcul tout 
a fait analogue conduirait pour la série de Bessel a des inégalités 


de la méme forme, avec le seul changement qu’au signe ++ corres- 


pondrait 8 = : et, au signe —, la valeur 8 = 2. 
Ces conditions sont-elles suffisantes? Pas tout a fait, mais les 
conditions suffisantes, que nous allons maintenant étudier, en sont 
trés voisines, et permettent méme de conclure que les inégalités (42) 
t (43) cessent d’étre vraies pour toute valeur de 8 inférieure a 


celles que nous venons d’ indiquer, 


Ill. — FoNcTIONS ENTIERES DEVELOPPABLES EN SERIES DE STIRLING. 


16. D’aprés ce que nous venons de voir, on peut se borner a 
considérer les fonctions entiéres d’ordre <1. Etant donnée une 
telle fonction F(z), nous savons former son développement limité, 
et étude de son terme complémentaire va nous conduire a une 
condition suffisante de convergence pour le développementillimité. 

Nous allons voir en effet que ce terme complémentaire tend 
vers zéro, quand m augmente indéfiniment, si F(z ) vérifie certaines 
inégalités. Considérons d’abord Ry,4,, sous la forme (26) (§ 6). 
Le chemin d’intégration est seulement assujetti a entourer les 
points 0, +1, +2,..., +n, et il y a évidemment intérét a le 
choisir de fagon que le facteur 


B(22*—12).,.(22— n?) 
EARN (TR n®) 


NORLUND , 3 


* 
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- 


soit aussi petit que possible. Or, s étant fixe, la valeur inverse de 
ce rapport est asymptotique a ce que nous avons appelé | ¢, |, mais 
dans lequel la lettré z aurait été remplacée par ¢. Nous savons que, 


ip 


y 2 COS2V 


qui nous conduit a intégrer le long du lieu des points { pour lesquels 


si = re’, le maximum de | c,| est | cz|, d’indice n= 


Tr " * 


if —» » 


2cos2v 


Cest l’équation d’une lemniscate de Bernoulli; enfin on évitera 
lorigine, point singulier pour lintégrale, a l’aide de deux arcs de 
cercle DEF et KAB, de centre O et rayon logn. En définitive, on 
adopte la ligne d’intégration ABCDEFGKA, qui, ainsi choisie, va 
nous fournir, avec une trés grande précision, la condition qui 
assure la convergence de la série; tout autre chemin que la lem- 
niscate nous conduirait d’ailleurs 4 une inégalité moins précise ('). 


La symétrie par rapport a lorigine permet alors de réduire 
notre intégrale 4 Ja forme 


&(22 —17),..(2?— n? 4 
(44) Ras = f area eer SE Nahy 


QTL, ARCDREES ee Te 1?) «0. ( n 
ou Pon a posé 
(45) Fi(S) = 6 [F(C)—F(—0)] + s [BCC + FC CY. 


L’argument ¢, du point de raccordement D de l’are de cerele et 


(1) Toutefois, on pourrait peut-Gtre arriver a préciser cette in¢égalité, au 


voisinage immeédiat dey = == =» en raccordant dilféremment les deux arcs de 
4 
lemniscate. 


en 


oS ce 
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we 
Lt 


de la lemniseate est donné par 


: 1 /logn\?2 
(46) COS2 Pp = =f 2 ) , 
2\ n 
) ros wT 
et on a évidemment v, < Zr avec 
4 
; Tt 
3 ; lim ¢, = -« 
: N—> 2 4 


4 


Cela posé, mettons (44) sous la forme suivante : 


32 Z2 z2 
Raaae (15) (1-3 (1S 


cd I (GS OR CN INC eta SAG) 
x — ne le; 
ie 


V(C+n+1) oe ae 


é ee Stes 
le premier facteur du second membre tend vers la limite oeat? 


lorsque rn augmente indéfiniment, et il suffit d’étudier cette 
nouvelle intégrale, dont nous allons examiner séparément chacune 
des trois parties 


I I I Y 
= =f ) On i of ’ die ee : 
TU AB 2TU BCD 4 ‘ 7 


Nous poserons, pour abréger, 


ae eo(— pe Caler(§ =) 
(47) fal els r(é+n+1) ; 


qui s’écrit encore, grace 4 lidentité bien connue 


Ea eee 


sint a 
™ (ny ie 
smc Dina OL (mt) a= 


(48) Srl) = 


Ce qui est essentiel dans cette étude, c’est la fagon dont cette 
fonction f,(v) se comporte le long de la ligne d’intégration, pour 
les trés grandes valeurs de n. 


Tout d’abord, le long de l’arc BCD, d’aprés le choix méme de 
la lemniscate, f,(») est équivalent a & le calcul du paragraphe 9, 
Vv 


ou s serait remplacé par ¢, nous permet done d’écrire linégalité 


ifn (v) [< Ce-rylr) (— One = Pn). 


* 
. 


* 
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Le long des ares de cercle AB et DE, |¢ 
Vordre de logn, on prévoit que, dans l’expression ( 48), 


étant seulement de 


lim a a a= 
n>oT(n+C)T(n—) n— 


I, 


un calcul simple, basé sur l’expression asymptotique (13) de la 
fonction lr, permettrait d’ailleurs de démontrer rigoureusement ce 
résultat ('). Dans ces conditions, on sait donc trouver une 


4 


constante telle que 


(49) in(e) |< Ge-riminet (ens e152) 
/ 
17. Cela posé, admettons que F(¢) = F(re’”) satisfasse, pour 
r27ro, aux deux inégalités suivantes 


( 1F(S) — F(— 0)1 <erbe(r) 


| |F(Q)+ F(—2)1 <er re(r), 


e(7) désignant une fonction de r qui tend vers zéro lorsque r 
augmente indéfiniment, de facon que l’intégrale 


® e(r)dr 


(61) « ; 


soit convergente. 


a 


Ces conditions, assez voisines des conditions nécessaires trouvées 
dans la premiére partie, permettent d’écrire 


| F, (re) |< Cerv ne(r), 


et suffisent, comme il est maintenant facile de le voir, pour 
que Ry,+, tende vers zéro quand n augmente indéfiniment. 
Considérons d’abord 


So ha F,(6) || at| , 
1Qntese ft [fue i| on avs 
le long de BCD, ona 
5; dal /2 
de cos 2 


(*) Pour le détail du calcul, cf. Sur les formules dinterpolation de Stirling 
el de Newton (Ann, Ke. Norm., t. XXXIX, p. 361). 
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et, par suite, 
+P . : 
~ de ‘= . —————— de 
[Qn [=< C e( = ONG [ e(ny/2cos2e) : 
iy Kee cos2r Ay cos2¢ 


aw es Oe 
Bon peut négliget 


Vintégrale relative 4 cet interyallé, et considérer seulement 


Vn I . ’ Vy si op . n : J 
if e(r) = aac (rye =f e(r) =, 


cosS2v 
tL Se SoS. ~ logn 
6 


* Si ek . I - * 
e(7) étant infintment petit avec —) pour 0 =e 
nr —_ 7: 


6 4 


. Ss I . nN 
qui tend vers zéro avec =a il en est done de méme de Q,. 


.° 


Les intégrales P, et T, sont analogues, et il nous suffit d’étudier 


En remplacant /,,(¢) et F,(%) par les limites supérieures de leurs 
modules, on a immédiatement 


ee RAT Leer ee 
|Tr |< Ge(logn) f er lye) —Fsine] do, 


Vr “ 


: Cees: =v Peake : 
L’exposant de e ne s’annulant que si 7 Se =, décomposons |’in- 


tégrale en deux parties ‘ 


Tk « 


2 

er (U(e)—Tsine] dp + fs dv. 
oe 
a 


*la 


On 


La deuxiéme intégrale est finie; pour la premiére, rappelons-nous 


. 7 . “+ 1A rit . 
que ¥, est infiniment voisin de >, pour lequel Y(v) — msinv 
4 


s’annule, de sorte que pour n supérieur a un certain nombre 729, 


on aura 
vU(ey— xsine <t, 


* Tq . , ‘ / . a 
dans l’intervalle ¢,S»<S >. Bien plus, l’équation (46) entraine 


T 1 /logn\? 
File nn ee 
2. 


2 


+ 
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d’oti résulte enfin 


wT 


‘ 1 log?n 
[ eTlY(e)— 7 sine} dp <i ef e’dv= n ( Sais) .) eae ts) ; 
Sy 4 2 nr 


n 


ala 


. r if 
qui tend vers zéro avec = T, et P, sont donc au plus de l’ordre - 


de e(logn), et tendent bien vers zéro quand n augmente indéfi- 
niment; ce qui démontre la proposition énoncée. 

Pour le reste de rang pair Ro,, on trouverait une expression 
tout a fait analogue a celle de Ry,»,,, ce qui permet de démontrer 
qu'il tend également vers zéro, si les conditions (50) sont satis- 
faites. 

En résumé, les fonctions entiéres F(z), qui satisfont aux inéga- 
lités (50%, sont développables en série de Stirling sous la forme (1), 


,,0u méme sous la forme 


z . 22 ay VY 3 
F(s) =F(o) + VAR(=1) + SAR(— yn + 22 yar (a) 


E.-T. Whittaker [1] et K. Ogura [1, 2] ont également donné 
des conditions suffisantes de convergence, mais moins précises, et 
qui laissent de cété des fonctions qui entrent dans notre classifi- 
cation. Parmi les travaux récents relaivement 4 la série de Stirling, 
nous signalerons paruculiérement ceux de G. Polya [1, 2], 
F. Carlson [2], G. Valiron [1], G. Polya et G. Szegé [1]. 

Par un raisonnement analogue a celui qui précéde, on démon- 
trerait que, pour que la série de Bessel converge, il suffit que 
soient vérifiées les inégalités que Von déduirait de (50) par per- 
mutation des deux seconds membres. 


18. Posons 


(52) h(v) =lim sipitee ere de 


r—>« / 


Si F(z) est développable en série de Stirling, les inégalités (42) 
t (43) nous apprennent que, nécessairement, 


A(wySY(e); 
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réciproquement, nous pouvons affirmer, d’aprés le dernier para- 
graphe, que F(z) donne naissance a une série absolument conver- 
gente, si Pon a l’inégalité 


‘ h (yeh), 


pour toutes les valeurs de ¢. L’affirmation n’est plus possible si 
cette inégalité n’exclut pas l’égalité; mais le cas, ot A(¢) n’atteint 
v(¢) que pour un nombre fini de valeurs de ¢, est particuliérement 
intéressant, car on peut substituer a (50) de nouvelles inégalités 
moins restrictives. 

Nous désignerons par @ un point tel que 


A(a)= (a), avec A(v)<(v) pour Sa. 

Remarquons d’abord qu’un tel point ne se trouve jamais dans les 

deux intervalles ; Re sais car si les deux courbes h(¢) et U(¢) 
a 


‘avaient un point commun dans lun d’eux, elles en auraient néces- 
sairement une infinité; c’est ce qui résulte d’un théoréme général 
de E. Phragmén et E. Lindeldf ('). Mais « peut prendre une valeur 
quelconque en dehors de ces deux intervalles. I suffit, pour le 
voir, d’étudier la fonction exponentielle 


F(z) 022, 


E 28 2s S 
Pour cette fonction, AF(—s) = (¢ — *) , etle terme général 


du développement de Sturling est de l’ordre de 


ae : I Pays 
la série converge done absolument si |e— | <2, c’est-a-dire 


t— 5] >2. Il 


I z 
l— ;| = 2, composée des 
t 


dans la région hachurée de la figure, et diverge si 


n’y a ambiguité que sur la frontiére 


deux cercles de centres +1, et de rayon /2. 


(1) Sur une extension dun principe classique de Vanalyse et sur quelques 
proprietées des fonctions monogénes dans le voisinage dun point singulier 
(Acta math., t. XXXI, 1908, p. 397). 
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Soit ¢ un. point de cette frontiére; au lieu d’effectuer le calcul 
direct avec la variable ¢, il est commode, pour étudier ¢?7, d’em- 
ployer la transformation 


on peut alors poser § = e?", et, si lon choisit la branche 
t= E+VI+ PB, 
a - . . . wis 
avec {= 1-e 2 pour €—-+1, il suffit de faire varier 4 de re 


: 


Nan 


asta 


paur que ¢ décrive Pare CFA. Dans ces conditions, 
i+ & = \/2c0820e; 
un calcul élémentaire donne enfin 


(53) | \¢| = veces ty Vaten®, 
argt = are sin (/2sin@), | 

de sorte qu’on peut poser 

(54) [284 | = ,erAe@, 

ou 

C5) VCR Oy cos plog (\/2co0s0 + \/cos 20)? — 2sinearcsin (\/2 sin). 


‘ 


Vexposant A(v, 9) comme fonction de ¢; et ona 


LA SERIE D’'INTERPOLATION DE STIRLING. hi 
< . ) ° °- ~ 
Etudions d’abord } comme fonction de 9, ¢ restant fixe, et 


formons les dérivées 


On : —sin(p +4) 02 - 
SES Ee Oy Oe ae A ae Sy Win eee a aN Ot 
00 v Vcos 20 06? Vv 3 


On en déduit la discussion suivante : 


™ 3m Od t Tt 
fe eS re “ est négaut dans l’intervalle — ‘ <A 7? et 


° Tv z 
d (a *) se usiiies 
on a dene la double inégalité 


(56) —Tsing <h(p, 0) < msine (—7<0<#); 


2° — : A ~ o s’annule au seul point 4 = —»; A(9, 9) 


y prend la valeur 
d(¥,— #) = coselog (\/2cose + \/cos2e)?+ asinvarcsin(\/2sin¢); 


c’est justement 4(»), et c’est un maximum, comme le montre la 
dérivée seconde. 


37 
3° On passe au cas — ; -<|e|Sz en ajoutant x a un angle » de 


Vintervalle précédent, ce qui change } en —A, sans changer 4. 
En se rappelant que ¥(v) >|7sine| dans cet intervalle, on voit 


“de suite que A(», 9) << br). 


Lorsque ¢ décrit Parc ABG, les deux derniers intervalles échan- 
gent leur rodle. En résumé, quand ¢ décrit le contour ABCFA, 
ona’ 


| e2\s ery), 
le maximum indiqué étant atteint en un Be et un seul.du 
contour; c’est l’un des points A ou-Gitsi = Fs ies +e mais si ” est 


situé en Aehocs de ces deux intervalles, ¢ a un SG différent. 
Réciproquement, si ¢ est maintenant un point fixe, autre que A 


ou C, situé sur notre contour, il suffit de considérer, dans (55), 


> 


Ae, OE H(e), 


+ 
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Végalité n’ayant lieu que pour la valeur unique »=— 4. La 


fonction 
u(e) = X(e, — a) 


est donc telle que l’on ait 
w(a)=$(a), avec plo) <¥(v) 
pour toute autre valeur de », et l’on peut en outre vérifier que 
pw (a) = U'(a) ‘ 


aja va 


cos 2% 


«(57) 


19. Cela posé, admettons que, pour r > ro, la fonction entiére 


F(¢) = F(re’) * 
soit telle que l’on ait 
. h(e) <r), , 


pour toute valeur de ¢, sauf pour un ey a de l'un des deux 
intervalles convenables, par Spe —- oe Vee 7 au volsinage 
duquel on a 

| IF ()— F(t) < ere), 


(58) : 
CRC + F(— 0) | ert (ry, 


e(r) étant une fonction de r qui tend vers zéro quand r augmente 
indéfiniment. ; 

Le terme complémentaire R.,,, tend évidemment vers zéro, 
sauf peut-étre la portion ° 


wes of. MOS ) at; 


n étant assez petit, et m assez prande pour que Dare (4 — 2, 7 +2) 
soit tout enuier sur la lemniscate, on a donc 


O47 
(0, (=< )G if Vre-rl¥i "Ble (7) 
Ya—y 


cos 2 °- 
Mais de (57) résulte, dans l’intervalle d’intégration, 


¥(y) —B(e) > C(» — a)? 
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et, par suite, 
a+ ; 
1Q,]1<Geln Vacosma) e-En(v—%) \/n do 


a= 
+HV/n 


+2 
= Ge(ny/aeosea) f/ e-Cw'du <Ce(nyaeosra) fi eC du, 
—« 


‘ = 
—HVn 


qui tend bien vers zéro quand nr augmente indéfiniment. 
La série de Stirling converge donc si h(v) << v(9), sauf en 
un nombre fini de points ade la nature indiquée, situés dans les 


aa 


Te 
intervalles’ oS|e IS; »>—-S|e|Sx, sous la condition que soient 


‘satisfaites les erie: (58) relatives A chacun de ces points. Ces 
conditions sont Becencd moins restrictives que celles énoncées 
en (50), pour le cas général. 

Ici encore, on obtiendrait des conditions suffisantes pour la 
convergence de la série de Bessel en permutant les deux seconds 
membres des inégalités relatives a la série de Stirling. 


20. Une application simple des propositions auxquelles nous 
sommes arrivés est fournie par la fonction ¢?* elle-méme. Nous 
savons en effet qu’elle satisfait aux conditions (58), dans le ~ 
domaine hachuré limité par le contour ABCFA. Les deux combi- 
naisons ¢?*-+ ¢—?? se représentent donc, dans ce domaine, par les 
deux séries de Stirling 
spray YEH ra).. ee au 


(@s)! G 


Ss 0) 


iff R 2(2?—12)...(2?— 5?) T\2s+1 
{22 7-22 — =Ves —— 5 
f (1+7) >) (2s+1)! é t 


s=0 


Mais il n’en est plus de méme si ¢ est A lVintérieur du con- 
tour ADCEA, bien que les deux développements soient encore 
convergents. En effet, on peut revenir au premier domaine par le 
changement de ¢ en —1?, qui ne modifie pas les deux séries, 
mais change les fonctions aux premiers membres, Ainsi, 4a _ 
Pintérieur de ADCEA, la premiére série représente la fonc- 
tion (— t)?*+(—t)-*#, et la deuxiéme représente la fonc- 
tion (—72)?#— ( — ¢)~?4, et lon voit qu’aux points de raccor- 
dement C et A des deux domaines, la somme de la premiére reste 
continue, tandis que l’autre donne l’exemple d’une discontinuite. 
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21. La série de Stirling donne lieu a une remarque qui rappelle 
les propriétés des polynomes d’interpolation. En effet, pour former 
‘la série de Stirling qui correspond a une fonction donnée F(z); 
il suffit de connaitre les valeurs de cette fonction aux points z= 0, 
E1, H2,... Onen déduira aisément les différences successives 

d ) 
qui entrent comme coefficients dans la série. Mais il y a toujours 
une. infinité de fonctions qui prennent les valeurs F(o0), F(1), 
(+ 2), .... aux points en question. Toutes ces fonctions donnent . 
) Pp qui 
ainsi naissance a une méme série de Stirling, mais,parmi elles, il n’y 
en a qu'une au plus qui soit entiére et satisfasse aux inégalités (50). 
En effet, s'il y en avait deux, leur différence serait -elle-méme> 


développable en série de Stirling, et, tous les coefficients de cette 


5) 

série étant nuls, s’annuleraient identiquement. 
Par conséquent, parmi toutes les fonctions entiéres qui prennent. 
des valeurs données aux points z= 0, +1, +2, ..., la série de 


Stirling représente celle de croissance minima. 


22. D’une maniére plus générale, on pourra chercher a repré- 
senter une fonction F(z) par un développement de la forme 


(59) F(z)= SM (as+ a2) 2(2?—0)...(st— stot), 


Se=0) 


w étant un nombre posiuif et convenablement choisi. De ce que 
nous avons vu dans ce Chapitre, il résulte que la condition néces- 
saire et suffisante, pour qu'un tel développement soit possible, est 
que F(z) soit une fonction entiére satisfaisant 4 une inégalité de 
la forme 


(60) | F(re)| < Cee, 
ot C et c sont deux constantes. En effet, (5g) est une série 
ard B A * F 
de Stirling en —, donc sa convergence entraine (60) si we est 
8 8 
Oo 
aot ‘ ; ee bs 
supérieur au maximum de 4(¢), c’est-a-dire ¢c << —. Inversement, 
60) ayant lieu, la convergence de (59) sera assurée si wc st 
) te} J / 
2. 


inférieur au minimum de (9), c’est-a-dire wo << = log(1+ 4/2). 
. 


eS FI 


CHAPITRE TIL. 


LORDRE DE LA SERIE DE TAYLOR SUR SON CERCLE 
‘DE CONVERGENCE. 


a 


Les RECHERCHFS DE J. HADAMARD. 


23, Avant daller plus loin dans étude de la série de Stirling, 
nous nous arrélterons un moment pour rappeler certains théo- 
rémes de J. Hadamard ('), relativement a la notion d’ordre d’une 
série de Taylor sur son cercle de convergence. Ces théorémes nous 
permettront de retrotuver, par une nouvelle voie, les résultats que 
nous venons d’établir, et nous aurons également a en faire usage 
dans l'étude de la série de Newton et de la série de facultés. Pour 
la commodité du lecteur, nous réunissons dans ce Chapitre ceux 
des résultats de J. Hadamard dont nous aurons besoin dans la 
suite, en y joignant quelques remarques simples pour les adapter 
a notre but. 

Soit f(z) une fonction définie par une série de Taylor 


S (5) = M+ O15 4+ A232? + 43534+..., 


(1) HapamarD, Hssai sur Uéetude des fonctions données par leur développe- 
ment de Taylor (J. Math. pures appl., 4° série, t. VIII, 1892, p. 154-136). Les 
recherches de J. Hadamard ont été poursuivies, dans deux Mémoires importants, 
par E. Fasry, Ordre des points singuliers de la série de Taylor (Acta math., 
t, XXXVI, 1913, p. 69-104), et G.-H. Hanpy, A theorem concerning Taylor's 
series (Quarterly Journal of Mathematics, vol. XLIV, 1913, p. 147-100); Note in 
addition to a paper on Taylor’s series (Ibid., vol. XLV, 1914, p. 77-84). Sur 
cette question, voir aussi DarBoux, Mémoire sur lVapproximation des fonc- 
tions de trés grands nombres, et sur une classe étendue de développements en 
série (J. Math. pures et appliquées, 3° série, t. IV, 1878, p. 5-56 et p. 377-416) ; 
P. Dienes, Lecons sur les singularités des fonctions analytiques, Paris, 1913, 

, 1-32, 
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de rayon de convergence 1. L’ordre w de f(z) sur son cercle de 
convergence est, d’aprés la définition de J. Hadamard, 


log | nap" , 


(1) » = lim sup : 


ese logn 
quelque petit que soit e, positif, il existe done un nombre posiuf ro 
tel que 


. 


] @n| << no—ite si Lon 


tandis que, pour une infinité de valeurs de ri’, on a 


(ap sO se 
& 
Pour définir ordre en un point ou sur une parte du cercle de 
convergence, J. Hadamard introduit la notion d’écart dune fonc- 
tion sur un arc de courbe. Si les intégrales 


b b 


n f cosn0 f(e%) dd, nf sin 20 f(e%) dé 
a a 
restent finies quand n augmente indéfiniment, et si la limite supé- 
rieure de leurs valeurs absolues est 1, a et b étant des limites 
quelconques intérieures a lintervalle (2, 8), la fonction f(s) est 
dite a écart fini et égal aI sur l’arc (x, 8) du cercle | s | =.1. 
Etant alors donnée la dérivée généralisée (*) 


T(2-+1) 


RPO DSPs eres 


m=0 


© 


on entend par l’ordre de f(s) sur l’are (a, 8) un nombre w tel 


que 
D> o—= f( 3) 


nN 


soit finie, continue et a écart fini sur cet arc, quel que soit le 
nombre positif ¢, Pune au moins de ces propriétés faisant défaut a 


Dye ef (4). 


Une conséquence immédiate de cette définition est que la dérivée 


— 


(1) Sur l’extension de la notion de dérivée a des ordres non entiers, 2 0, voir 
HaApAMARD, Joc. cit., p. 154-162, et RimMANN, Gesammelte mathematische Werke, 
) + 
Leipzig, 1892, p. 353-366. 
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dordre « dune fonction dordre w est d’ordre w 4-. L’ordre en 
un point singulier e est Vordre sur un are infiniment petit com- 
prenant ce point; lordre en un point régulier est égal a —o, 
Si Pordre total sur le cerele || 1 est égal dw, il y a, sur ce 
cercle, un point au moins d’ordre w, 


Relativement A ce nombre w, on a les théorémes suivants ; 


Lewme I. — Lordre @une fonction sur un are (4, 2) nest 
pas altéré quand on la multiplie par une fonction holomorphe 


.et différente de zéro le long de cet are, 


Lewme I. — L’ordre du produit de deux fonctions dordre 
positif est au plus égal a la somme des ordres des facteurs. 


Dans la démonstration de J. Hadamard, un ordre négatif peut 
étre remplacé par zéro, de sorte que : 


Lemoe HI. — Le produit de deux fonctions, dont une seule 
est dordre Boney w, est au plus dordre w. 


Mais si les ae ordres sont négatits, on peut préciser et démon- 


* trer le 


Lemme IV. — L’ordre du produit de deux fonctions d ordres 
négatifs est au plus égal au plus grand des deux ordres. 


En effet, soient f; et f, dordres w, et W2 (0 > wi2 2), et 
soitn—tla partie entiére de — 3 considérons Pexpression de 
la dérivée © 


I 
i , n : f 
DELfila)fal2)] = >) (7) DI*fil2) Di Aa). 
s== 
D’aprés le lemme III, le’ premier terme D‘; f, (s).f2(2) est, 
comme D‘ f(z), dordre n+, au plus; l’ordre du dernier 
terme est Sn +0.Sn+,; et tous les autres termes, dont les 


_deux facteurs sont d’ordre non positif, sont au plus d’ordre zéro, 


Comme il résulte de la définition que la somme des deux fonctions 


‘dordre w est au plus d’ordre w, et que ordre de la somme de 


deux fonctions d’ordres différents est nécessairement égal au plus 


grand, nous voyons bien que D%[f,(s)f2(s)| est d’ordre n+ w, 


au plus. 
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24. Lintérét de cette notion d’ordre provient surtout de ce / 
quelle établit une certaine correspondance entre |’ordre de gran- / : 
deur de f(z) aux points singuliers situés sur le cercle de conver- 
gence et l’ordre de croissance des coefficients @,. On a, en effet, 
les théorémes suivants : 


Lemme V. — Si les coefficients a, dune série entiére 


i) 


fi2\= > an2" F 


10: 


sont tels que 


d, ae) 
(2) lim 5 =p w > 0, 
n>o nw-t 


J (4) converge pour |s|<1,etlona 


lim (1—|2])°f(2) = 0, 
}el>1 


et cela uniformément pour tout le cercle |z|=1, en supposant 


que z sapproche @un point de ce cercle par valeurs inté- 
rieures. 


On a, en effet, . ‘ 
(3) i heer inespaat ohn: 
E n=0 


et (2) s’écrit encore 


donc, quel que soit < positif, on sait trouver 79 entier tel que 


OD eet 0h ae 
(4) |an|<e ( ) ’ pour = n2N, 
7 
et, par suite, 
c) oo : 
WO 7c 
Save] ce S (OO rep ceem te | 
« 7 
att, N=Ng . 
donc, 
Ng— 1 


(i— 14) | f(z) |< G@—]4])® > Gn2”| +e. 


n=0 
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Lemme VI. — A étant une certaine constante, si 


a 
lim —+= A} 
n—> not 


w> 0, 


ona 
lim (1— 2) f(z) =ATL(w), 
s—>1 


lorsque 3 tend vers 1 le long dune courbe intérieure au 
cercle |z|=1, et non‘tangente a ce cercle ('). 


Ce théoréme est encore di a J. Hadamard, mais P. Appell 


Pavait démontré auparavant en supposant A réel et z sur le rayon. 


: a s pes 2; 
Si. A =“o, la proposition résulte du lemme précédent, car Seer 


[2 | 
est fini sur une courbe non tangente. Si A n’est pas nul, notre 
hypothése entraine 


; w+ n—I 
an — ATC) ( ) 
lim ie aoe 
n—> no-t 


* 


Nous sommes ainsi ramenés au cas A = 0, et nous savons que 


: ~ . OS 7 
HT =e 1”) — ie 
ee B/E » [an Ar (oy ( A )|= 0, 


n=0 


ce qui exprime notre proposition, en tenant compte de (3). 
Le théoréme ne subsiste pas pour w = 0, mais A. Pringsheim 


démontre (7) que Von a alors 
ae lige ar Cone =. JN, 
Ce Soe 


| — 4% 


Lemnue VII. — Si lona 


: a 
innge = = On- 10) SSO; 
A n—>w i 
la série 
- ao 
y An 5" (1 — 3 yo 


70) 


(1) Pour abréger, un are de courbe sera dit « non tangent au cercle, au 
point s= 1», s'il est intérieur a l’angle formé par deux cordes du cercle, issues 
de ce point. : i 

(7) Sttzungsber. Akad. Miinchen, 1901, p. 022. 
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est uniformément convergente dans Vintervalle 02281, ainsi 
que sur toute courbe non tangente aboutissant au point Fe etl Le 


On sait que, sur une telle courbe, 


eee) 


ial 


Se 


donc, Vinégalité (4) entraine 


2 | : a 4 


> An 3" (1— 3)” < Ge(1 — | z|)” Ss (ae [2 |r"< Gee, 


Tt 
n=Ny 


= Ny 
CH OcRE seis 


Si w = 0, le théoréme ne subsiste pas, mais alors la série 


i) ¥ 5 = 
Seve (loss) 


n=0 
est uniformément convergente dans l’intervalle =<z <1, En effet, 


lim nad, = 0 est équivalent a 
n—->«2 P 


€ 
boll < = pour WZ No, 


et, par suite, 


25. Les théorémes précédents font intervenir l’ordre de f(z) 
sur son cercle de convergence tout entier. Du lemme V, on passe 
aisément au cas ot l’on ne se donne cet ordre que sur une partie 
du cercle. 

Lewoe VII. — Sc Vordre de f(z) sur un arc déterminé (a, 8) 
du cercle de convergence, et & ses extrémités, est egal au 
nombre posttif w, ona: 

1° lim Ota Lavery Ae de 1S 

[al> 
quel que sott ¢ positif, et cela uniformément, pourvu que 3 
tende vers un point de (a, 8) par valeurs intérieures au cercle, 
2° Si l(z) désigne Vécart sur Car 
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et limité aux mémeés extrémités que (4, B), le produit 


(1 |s [rel (s) 
tend ausst vers 3éro, 


Et inversement : 
Lemme IX. — Si les quantités 
(r—| 2 1)/ f(s) | et (1—|4|)®|I(4) | 


restent bornées lorsque 3 tend vers un point de UVarc (a, 8) par 
valeurs intérieures au cercle, f(z) est d’ordre w au plus, sur 
cet arc (a, B). 


Malheureusement, il est presque toujours trés difficile de bien 
discerner Vordre de grandeur de Vécart I d’une fonction sur son 
cercle de convergence. D’autre part, E, Borel a fait remarquer (*) 
que l’ordre et le degré d’infinitude d’une fonction peuvent étre trés 
différents l'un de l’autre, de sorte que, sil’on ne fait aucune hypo- 
thése sur l’écart, on ne peut indiquer qu'une limite moins précise 
pour lordre. Tout ce qu’on peut dire alors résulte du théoréme 
suivant, da a E. Fabry (?) : 


Lemme X. — Si lVona 


GQ—=lzplf(z)1<C, wo, 


lorsque z tend vers un point quelconque de larc («, 8) par des 
valeurs intérieures au cercle de convergence, la fonction f(z) 
est, sur cet arc, d@ordre w +1 au plus. 


En effet, ¢ étant positif, formons la dérivée d’ordre — w — ¢ 


1 
[ 
g-w-e Ds f(z) = — iM (1— t)o+e—t f( tz) dt 
Zz z ; 
y rs T(w =e e) 0 
D’aprés Pénoncé, ¢ étant inférieur &1, ona 


C 
IM) 1S Ge 


) Lecons sur les séries a termes positifs, Paris, 1902, p. 77-79. 
RL OCmeLts 


Os 
@ 
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dans toutle secteur circulaire de («, 8); Vintégrale est done unifor- 
mément convergente et représente une fonction finie et continue 
"sur cetrarc. Il én est de niéme-a fortiori pour z,” ~~ D721 f(z), 
qui, dailleurs, est holomorphe a lintérieur de | z|=1, et a une 
dérivéefinie sur l’arc (a, 8). La dérivée de f(z), d’ordre —w —e —1 
est donc a écart fini sur cet arc, et par suite, d’ordre non positif, et 
cela quelque petit que soit ¢, ce qui démontre la proposition. 

Ce théoréme est d’application plus facile que le précédent, et 
bien qu’il soit moins précis, on ne peutarrivena mieux avec l’hypo- 
thése faite sur f(s). C’est ce qu’on peut voir, par exemple, sur la 
fonction de Weierstrass (') 


= 


S(s) =1+ be) + Bw B38 oV+..., : 


1 


ou o< O<1 et ou y est un entier supérieur a “s Son cercle de 


z|=1 est une coupure, et elle est d’ailleurs absolu- 


convergence 
ment et uniformément convergente, donc finie et continue sur ce 
cercle [mais non a écart fini (7) ]. D’aprés notre lemme, elle est, 
par conséquent, d’ordre 1 au plus sur son cercle de convergence ; 
or, d’autre part, la formule (1) en donne la valeur précise 

logb 


logy ; 


Oise 


qui est effectivement inférieure 4 1, mais en est aussi voisine que 
l’on veut. ». 

D’ailleurs, il est bon de remarquer que lordre sur le cercle de 
convergence ne tient compte que des valeurs absolues des coeffi- 
cients, tandis que leurs arguments interviennent dans l’ordre d’in- 
finitude aux points singuliers de ce cercle. 

A cet égard, on a le théoréme suivant de G.-H. Hardy (*) : 

at 
ert S) ee », Ans” est telle que 


n=0 


(5) (1—| 2|)@| f(z) | < G, w > 0, 


(1) Abhandlungen aus der Funktionenlehre, Berlin, 1886, p. g7-to1, et 
Mathematische Werke, t. Il, p. 71-74. 

(*) HapamarD, loc, cit., p. 170. 

(2)) LOCHCis 
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lorsque 3 tend vers un point quelconque de son cercle de con- 
vergence |s|=1, par valeurs intérieures a ce cercle, la fonction 


g(a) = Ylanl 2 


i—I) 


est telle que, lorsque 3 tend vers 1 suivant le rayon, 


, O45 
(i=4) eter G. 
Ce théoréme est encore aussi précis que possible, et l’on ne peut 


remplacer w+ - par un exposant plus petit. C’est ce que démontre 
a 2 ry 
G.-H. Hardy par l’exemple (') 


2 1 
Xp paki eae ji 
eo » n  2ennié gn 0 <.0.< = 
i 2 


n=1 


dans lequel le nombre & peut étre choisi de fagon que f(z) satis- 
fasse a l’inégalité (5), tandis que l’on a 
1 
. cea O+s 1 
lim (1—|z]) *g([2[)=T(o+ 5): 

a alee 2 

Ul résulte donc de tout cela que le degré d’infinitude de la fonc- 
tion aux points singuliers ne permet pas, a lui seul, de déterminer 
Vordre sur le cercle de convergence. Cependant, en resserrant les 
hypothéses, on peut obtenir ce résultat assez précis : 


Leume XI. — Si f(z) est holomerphe a Vintérieur du 
cercle|z|=1, el si (a, 8) est un are de ce cercle comprenant le 
point s=1, et tel que lon ait 


If(4)(a—|4)/)?a—2)|<€,  —w20, 


dans le secteur circulaire de (x, 8), Vordre de f(s) sur cet arc 
estw +1 au plus. 
En particulier, siz=1 est le seul point singulier de (4,8), 
et st 
If(4)a—2)et'|<C, =o Zo, 


(') Quarterly Journal of Mathematics, vol. XLV, 1914, p. 79. 
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quand z tend vers 1 sans sortir du cercle, l’ordre de f(s) en ce 
point est Sw +1. 


Il suffit de démontrer que la dérivée d’ordre — w —1 —¢ est 

finie, continue et a écart fini sur l’are (« uelque petit que ~ 
? ’ 2 

soit le nombre positif ¢. Les deux premiéres propriétés sont évi- 


dentes sur son expression 


Dee-!-€ f(s) = [ewes a 


ree 


Formons |’ écart 


if 
n tae aa 
= i) 0 ( ( 
eee i is i AG Ss o 


y étant un nombre quelconque de Vintervalle («, 6), et intégrons 


par partie, il vient ; 
e 


’ 
l=1,(y)—lh(o) — rene f et(n+1)0 iE (e#% — Cjore—t £10) dt dd, 
0 “0 
ou é 
et 


us elhy abe ae 5 
LOG Ded imangmar rests) (ey — Core f(0) al. 


Par un changement de variable, on a de suite ee 
I 1 


dt 
pana cay Yen)’ 


et cette derniére intégrale est évidemment finie et indépendante 
de n, quel que soit y entre et 8; done I,(y) et I,(0) sont finies. 
Quant a l’intégrale double I,, elle donne 


Lore 4s f oroee rife) | dead 


en ant do 
<a f f 0-9 es : 


j1— te] 


et cette intégrale est bien convergente quel que soit Y: 
I] est clair que le théoréme reste vrai s’il y a sur (a, 9%) un 


nombre fini de points singuliers de la méme nature que seen, 


. 
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26. Les théorémes précédents permettent dans des cas étendus, 
sinon de déterminer l’ordre, du moins de lui assigner des bornes 
_supérieure et inférieure. Mais il y a un cas particulier important 
ou Vordre se détermine exactement, a savoir lorsque f(z) se com- 
porte sur le cercle de convergence 


z | —1 comme une solution 
dune équation différentielle linéaire 4 points singuliers réguliers. 

Supposons done que f(s) admette, au voisinage de zs =1, une 
représentation de la forme 


P ; ; 
Siz) = > (1— 3)*'{ Yi,0(3) + Yi1(s)log(t — 3) +...+ Yar,(Z) logi(1—2)}, 
pe Mii 


les ¥;s(s) étant holomorphes en ce point, avec tous les 
Urey ek Oo Cb clos up Je 


4, G2, %3, ».. sont des nombres complexes quelconques avec, par 
exemple, 
R(a,)SA(e2.)SR(a3)8.. oe 


4 


Il suffit d’étudier un terme (1 — 3)*log”(t — 3). Sia est entier Z 0, 


avec r=o, son ordre au point z= 1 est égal 4 — oo; mais dans 
tous les autres cas, c’est —AR(a). 

Tout d’abord, si A(a +1) So, Vordre est $ — K(a) d’aprés le 

lemme XI, et 2— (a) d’aprés le lemme VIII. Si R(a +1) >So, 
on se raméne au cas précédent en considérant une dérivée d’ordre 
entier 2 > R(% +1). 
- Si Von revient alors a f(z), il suffit de remarquer que le produit 
par une fonction holomorphe et non nulle 4;5(z) ne change pas 
Pordre, done lordre de f(s) au point s=1 est —A(a,), a 
moins que %, ne soit entier non négatif, avec 7,== 0; sinon c’est 
—K(4,), etc. Si s=1 est le seul point singulier sur le cercle de 
convergence, cet ordre est également l’ordre sur le cercle. 


27. Dans les lemmes V et VI, on supposait essentiellement 
Yordre positif. Examinons maintenant le cas ot ordre est négatif, 
et admettons d’abord que lon ait 


(6) lim n&+1a,=0, OLORair, 
if n—>n ‘ , 


_ La série Za, 3” est uniformément convergente surlecercle s|—=1, 
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done f(z) est finie et continue sur ce cercle. Mais on ne peut 
affirmer qu’elle y admet une dérivée. Nous allons voir que, pour 
tout point « de la circonférence, la fraction 


f(24)—f(%) 


(a—z)o ’ 


ou une valeur moyenne de cette fraction, tend vers zéro, suivant 
que z tend vers @ sur un arc non tangent ou sur le cercle. 
Il suffit de le démontrer pour 4 =1. Posons 


on = Ant Antr1T an42 +e ey 


(6) est équivalent a 


lan|< = pour -, n27; 

norl Se 
pour ces valeurs de 7, on a donc 

we we 
I € 
| enti] 5 MS fee > yori laa qiar 
V=n-+1 Von+1 

d’ou résulte— 
(7) : lim non .,= 0. 


n—>o 


Cela posé, appliquons la transformation d’Abel a notre série; il 


vient 
n=m n=m—1 - * = - 
4 ; 
Ayn 3” = Fo + Trp (3° — 2") — Gangs 52, 
hi) p= 


et, par suite, lorsque m augmente indéfiniment, si|s S1, 


A) —S = (2 = 1) Yorn at. 


i ——xU1) 


Mais, d’aprés (7), on peut appliquer le lemme VI a la derniére 
série, ce qui démontre la premiere partie de notre proposition, 
Pour démontrer la deuxiéme partie, posons 
2) w 
JL) =F) — 9(Z) = ws Dest, 


(1—%)” A 
n=0 


(8) dn == Sn-+1 ( 


Pe 
< 


< 


¢ ; 
. « 
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On sait aisément exprimer les b, en fonction des ap, 


oe ee 


nr 
m=n 


Oe er byes ean é 
+ > ie n 5 n— mM y 


pi 


nous allons en déduire 


(9) lim nb,=0. 
n—->o 


. w® + n—I P 
En effet, d’aprés (7), mon41 ( s ) tend vers zéro. D’autre 


a“ 


part, 
w+ 2—m —I wo + n—tI ye wo +n—m—i 
n—m n n—m 
o(w+1)...(do +n—m—t)(n—m)(rn—m+1)...(~—1) 


n! 
m/fwo+n—m—i 
= —_— ’ 

“nn n—m 


donc, le dernier terme de (8) est, en valeur absolue, 


m=nh 
I oO + —-m—I 
— | mam | 
n ‘ n—m _ 5 

O41 

m=Ny— 1 . nm=nw—1 
I > | o+n=-m—I ah ~ I O=-7t— m1 e € 
r Mam _ —— eee | apie Been) i onaeaemed 
n n—m n m® \ exe n— m'\ nit+o 

m1 . man / 
MasNn—1. ~« be 
Tig € € I isa 
pao piso. a a — m)o-1, 
m= 


La derniére sommé reste finie, d’aprés 


m=n—I ma=n—i 


; (2— m)-1 : M\Y-1 (/m\-% | 
lim ee eS TT (pee ee = 
j Rene % WE sors nr nr nr 
ot TA r 
T 
= [ (1— £)%1¢-%dx = = ’ 
v9 sin zo 


et daprés 0o<(w <1; la relation (g) se vérifie ainsi immédia- 
tement. 

Enfin, puisque la premiére partie de ce théoréme nous apprend 
que Lb, 3" aune limite quand < tend vers 1 sur le rayon, il résulte, 


* 


ne 
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dun théoréme connu de Tauber ('), que la série 3b, converge et 
a une somme nulle. ; 

Yb, 2" converge méme partout sur le cercle de convergence, 
puisqu’elle tend vers une limite quand < s’en approche sur un 
rayon quelconque, mais nous ne pouyons affirmer qu’elle converge 
uniformément sur ce cercle. 


28. En utilisant un théoréme plus profond dé a Littlewood, on 
arrive 4 un résultat semblable avec l’hypothése, plus générale 
que (6), 

(10) lim n®+1@,= A, ORK ell, 
n—>@ 
A étant une constante quelconque. D’aprés le théoréme de Cauchy 


a a aAn—a 
n—> On nu—> © bn— bn+1 
(10) entraine 


lim ——— =A, 
n—->o I 
» yo+rt 
3 Vv=ft 
el puisque 
ee | 1 
lim n® . =-y, 
n—> x yori w 
ee V7 
ona ici 
: A 
lim no, = —- 
n—o Ww 


Mais alors, on peut appliquer le lemme VL a 


oe 


(2) aS (1 5 Ae > Tn+4 3”, 


2 —0 oo 


ce qui donne, sur un are non tangent, 


: A Ms 
at eed Rare eos w)= AT(—w). 


Le raisonnement du paragraphe précédent montre alors que 
| nbn << C, 


quel que soit n, et le théoréme en question de Littlewood (?) 


(1) Monatshefte f. Math. u. Phys., t. VIM, 1897, p. 273-277. 
(*) Proc, London math, Soc., 2° série, t. IX, 1910, p. 438. 


L°ORDRE DE LA SERIE DE TAYLOR SUR SON CERCLE DE CONVERGENGE. 59 
permet d’en déduire que 2b, converge eta la somme 


>? b, = AT(—w),. 


a — 1} 
On voit, comme plus haut, que Yb,s” converge en tout point 
, N . o} 
du cercle, et un théoréme de Hardy et Littlewood (‘) permet d’en 


conclure que 
SS 


1st) 


* 


sur une courbe réguliére cee intérieure au cercle | z|=1, 
ou le long de ce cercle. 
Ua t 


Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant : 


Lemme XII. — Etant donnée la série entiére yA Gn B",.00 
. ri ==0 
(10) lim n©+t1@,= A, Oa wT, 
. u—> 2 


on peut mettre sa somme f(z) sous la forme 
St (4) =f() + (1 — 2)" 9(8), 
lim 9(z) =AT(— wo) 
3—>1 


avec 


sur une courbe non tangente, tandis que 


1 
lim ie o(t)dt= AT(—w) 
2-11 — 4), * 
sur le cercle|z|=1 ou sur une courbe réguliére intérieure a - 
ce cercle. 


Si p<wo <p+t, p étant entier positif, la condition >) 
permet d’écrire 


/ 
flz)= SO ye os gt 


o(s) tendant vers Al’(—w) lorsque zs tend vers 1 par valeurs 
intérieures au cercle. Pour le voir, il suffit d’appliquer ce lemme 
ala dérivée f'?)(z), en tenant compte de 

p—i 


fo)= 3 Gi ni 


ju='0 


Fe pam (¢)(s—t)e-t dt. 


(') Proc. London math. Soc., 2° série, t. XVIII. 1917, p. 210, Théoreme I. 


——S 000 


CHAPITRE IY. 


LIINTEGRALE DE LAPLACE ET LA SERIE DE STIRLING. 


4 


I, — DEUX TRANSFORMATIONS DE SERIES. 


29.- Ces préliminaires posés, nous allons démontrer qu’a toute 
série d’interpolation de Stirling appartient une intégrale du type 
de celle introduite par Laplace dans son calcul des probabilités, et 
qui est de nature a élucider certaines propriétés de la fonction F(z). 
Nous commencerons’par établir deux transformations qui permet- 
tent de passer d’une série procédant suivant les puissances décrois- 


santes de é 4 une série procédant suivant les puissances décrois- 


I 
santes de ¢—1 ou dent 45 


La premiére de ces transformations a été indiquée par Euler. 
Admettons que la série 


i) 


F(n) 
» qr+t 


7 ==0 


converge pour |¢|>R, et posons t=1-+ 2. En développant 
chaque terme suivant les puissances décroissantes de a, il vient 


~ 


nm F ~ | 
al Aa =» kf (n)> (— 1)s+r (2s 


rn=0 t=0 Sz 


La série au second membre converge @ fortiori pour |x| >R-+-1. 
Le théoréme de Weierstrass sur les séries doubles permet alors 
Wéchanger Vordre des sommations, et d’ordonner suivant les 
x|\=>R-+1, ce qui 


puissances décroissantes de x, pouryu que 


Rin) evn tN Ee 
ter =) Sn > (en & F(s). 


w= 0 nrn=0 o=0 


donne 
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n 


Mais la derni¢re somme est AF(o), et par suite 


 F(n) AF(o) 
(1) grr Oe dad (t a? 1)? pa \ Da 


n=0 Z=9 


la série au second membre converge toujours pour | é—1| >R-+-1 
mais il arrive qu'elle converge dans un domaine plus étendu ("). 


30. La seconde transformation que nous avons en vue s’établit 
dune maniére semblable. Soit, pour, fixer les» idéés, F(z) 
une foncfion représentable par la série d’interpolation de Stirling. 
Considérons la fonction génératrice définie par la série 


(2) (Oe ye th 


y w==4 


I a ay AN “ ASS 
D’aprés le paragraphe 15, nous savons que, pour les valeurs posi- 
tives de <z, 


| F(z) — F(— 2)| < (+ 2) /ze(2), 


e(z) désignant une fonction qui tend vers zéro quand z aug- 
mente indéfiniment. La série (2) converge done a l’extérieur du 
cercle |¢|—=1-+ \/2, et elle sera en général divergente al’intérieur. 
Or dans ce qui suit, il nous importe de considérer f,(¢) dans un 
domaine ou la série (2) diverge. Pour démontrer que cette fonction 
admet un prolongement analytique dans ce domaine, nous allons 
transformer la série (2) en une série procédant suivant les puis-. 


, . I fz 
sances décroissantes de t — 37 et les coefficients de cette nouvelle 


- tig, COE, . . es 
série seront précisément les coefficients qui entrent dans la série 
de Sturling. 


n étant un entier positif, la fonction ¢~?” peut se développer 
= P; x ° I yy 
suivant les puissances décroissantes de ¢ — BY La série de Lagrange 


en donne les deux développements remarquables suivants, qui se 


(1) Cette transformation d’Euler a été rigoureusement établie pour la pre- 
miére fois par Poncelet. 
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vérifient d’ailleurs aisément par la formule du binome, 


I ES me 25 (—1)s+” 
7) 220 ad § 0 + f) (« Ne 
Sa /4 a t 


(4) m= ('+ 7) ae mal 


t 


Ces deux séries convergent dans le domaine 


2 


I 
-—— 
f 
c’est-a-dire dans la région du plan extérieure aux deux cer- 


cles |¢+1|=¥/2, ow commune a ces deux cercles. Dans le 
premier domaine, les séries représentent les fonctions aux 
premiers membres. Dans l’autre, la série (3) représente la fone- 
tion ¢?”, et la série (4) la fonction — t?”, comme on le voit en 


remplagant ¢ par -. Cela posé, admettons que |¢|>1 + V2. En 
substituant 4 — son développement (3), et en échangeant l’ordre 
£27, 


des sommations, comme le permet le théoréme de Weierstrass sur 
les séries doubles, la série (2) devient 


ca) 


a per > aa (oe 


i} n 


N=1 iO 


Mais 


iL 


am a. F(— n) =O) (—1)s Ge ers dk F(s—n) 


=> ( an ) ELF) Fh 


S=+- 7 / 7% 
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On aura donc 


~ . ca 2n—1 . 
1 F(n)—F(—n) VV A F(—7) 
Aa 7 eer ig ae aren ae 


2n 
n=1 n=1 («— 3 


En substituant le développement (4), on trouvera de méme 


‘ 


Z F(— =k es 
(5%) F(o eye aes Saal) a a ay fh. 
t 


heen n 9 
a 


La série de Stirling étant par hypothése convergente, son terme 
général tend vers zéro, c’est-a-dire 


2n—1 
on N/A EC — 0) 
lim iy 
ae 
n> @ 2n 2 
2n 
. AF(—n) 
lim : 
3 
Ma 92n 2 


on en conclut que les deux séries des seconds membres de (5) 


~ . I . . 
et (5') convergent ‘si | £ — ;| > 2, donc, en particulier, dans le 


domaine extérieur aux deux cercles 


I 
t—-=|=2; et, dans ce 


domaine, elles donnent le prolongement analytique des fonctions 
définies aux premiers membres. Ces séries convergent encore 
dans le domaine commun aux deux cercles, mais rien ne nous 
permet d’affirmer qu’elles y représentent la méme fonction qu’a 
Vextérieur. 


HI. — REPRESENTATIONS DIVERSES DE LA SERIE DE STIRLING 
PAR L’INTEGRALE DE LAPLACE. 


31. Nous avons déja vu que la fonction ¢?% peut se développer 
en série de Strling dans le domaine intérieur au contour ABCFA, 
et hachuré sur la figure 6, et nous avons donné les deux dévye- 
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: 


loppements auxquels elle donne lieu 


i) 


(6) C24 (22 — es S32? 1? ). (k= Ee) (: = a 


= (2n)! 


hay. 3 ees , rf bss 3(2%—12),,,(z2— n?) y \2n+4 
6 122— {22 = [(¢ = ae ‘4 
(8) ( ze ) > (2n-+r1)! (« t 


ea) 


(224 {—22 oe, 
ee ae? considérée comme 
feet ee 
t 
‘ : F ; 
fonction de ¢ — 77 admet un péle d’ordre 2n-+-1 au point é— 7 = 0, 
g2(g%—12)...(22?— (n—1)?2) 


(2n)! 


I 122-4 [22 I 2 (g?— 12). ..(g2—(n —1)?) 
gh) r= SS (a) 
(7) ail 7, Nae ;) : (an)! - 


Le premier montre que la fonction 


avec le résidu »,etlona 


t 


Pintégrale étant prise le long d’un petit cercle, entourant t 1, et 
parcouru dans le sens positif. Par une déformation continue, on 


peut substituer a ce chemin le contour ABCFA; et, comme les’ 


deux arcs de cercle de ce contour se correspondent par la trans- 
° I . < . + 
formation de ¢ en 37 qui n’altére pas la fonction sous le signe 


Va Soy 1 1 1 4or , yp , 
(@intégration, notre intégrale peut se remplacer par 


(22-4 {22 T \welc Zizi 12). at gt (yn — ye 
(8) =f Ps i(e4 i)G= (22-— ds ( . (n Be 
27U ute mad AN t t Covent 


0. 


iff 
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Du développement (6'), on déduirait de méme 


I “¢22— {-22 at B( 3%—12)...(2%*—(n —1)?) 
TY Jory (e—5)" t (2n—1)! 
t 


p] an 


(8') 


32. Ces relations vont nous fournir une expression intégrale 
des fonctions qui se représentent par une série de Stirling. On 
y arrive le plus aisément en reprenant les deux combinai- 
sons I*(z) =.F(— z). Considérons d’abord 


a 


o(2?—12)...(22— n? 2n+1- 
F(z) —F(—z) =o) Glare cates rs A F(—n—x) 


(Si)! 
as pha 
. a eit) at SP) 
(9) = 2) (—1)"an ae 
n=0 
ou 
(7!)2 22+ 


1 
VY A F(—n—1). 


tn = (— 1)?’ ——*~— 
ra og, (2an+1)! 

Si la série (g) converge pour une valeur non entiére de z, nous 
savons qu'elle converge uniformément dans tout domaine fini. La 
dérivation par rapport a s fournit donc une série convergente, et 
cette série se réduit, pour z= 0, a 


an 


F'(o) =) we 


(oY 


La convergence de la série de Stirling entraine donc la conver- 


gence de la série 2z,. Considérons alors la fonction 
F(z) — F(— z). 


= G,(z) = oz 2 


elle est paire, et telle que G,(o0) = F’(o); la série (g) en donne le 
développement 


= 272 ay: 
Gi(2) => (1m, 12)...(2 is 


(n!)2 


n=0 


qui, par la transformation d’Abel, s’écrit encore 


(10) G,(z) = G0) +) SAF at(2 12)... (s*—(n —1)8) Yay, 


m=1 ‘emis 
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Ce développement va nous conduire a des séries uniformément 


convergentes, ce qu’on ne pouvait réaliser directement avec F(z). 
Considérons, en effet, la fonction impaire 


(11) H,(z) = G,(z)— G,(o) — F(s)-— F(— 4) —22F(0), 


= r; 2d 
& 2, 2? 


- 


Péquation (10) exprime qu'elle admet un développement de 
Surling ; 


Hi(z Se ra(st—12)...(at (m1) ny, 


w=1 V7 


qui, daprés (28), paragraphe 6, peut encore s’écrire 


= PRumea We A YM yee PON neh 
an) ME oa, 


n=0 


et Videntification des coefficients conduit aux identilés 


Nee! (2n—1)! . : 
V A Hi(— 2) =(— Ds 
v=n 
la convergence de Ya, permet donc de poser 
27—41 2n 
(13) ; Pads iene 
n2 


ot e(n) désigne une fonction qui tend vers zéro quand n augmente 
indéfiniment. 


Mais alors la série 


(14) gi(t) = 


het absolument et uniformément convergente sur les circontér ences 


de cercle 


t — ;|= —o. En intégrant terme a terme, compte tenu 


de la formule (8), on obtient 


(15) Hi(z =a (t22— 1-22) 9, (t) as 
f 


et cette intégrale converge quel que soit z. 
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On peut également donner une expression intégrale de G, (z); 
Véquation (10) est un développement de cette fonction en série 
de Stirling, qui, identifié avec le développement général d’une 


fonction paire, 
ra. — B2(s%—12).,.(22— (nm —1)?) 2” 
(16) Gi(z) =>) (any! Aree 
7 n=0 
donne 
17 ,n)! v)! 22 etn) 
(17) on exe aie ERIS gates) i 


Viste 


De la derniére expression, il résulte que la série 
o 


~ 2n 
{ A G,(—n) 
(18) aS ee 


——_ 
t 


converge pour 


t— A Te mais, en général, cette série ne sera 
pas convergente sur la circonférence des deux cercles, de sorte 
que nous ne pouvons utiliser la méme ligne d’intégration que 
précédemment. 

Soit alors CF,A un are de cercle réunissant les points —zt 
et +1, assujetti seulement a avoir son centre sur l’axe réel, 
droite du point t=1 (fig. 6). En vertu du lemme VU, la 
série (18) converge uniformément sur cet arc de cercle; on pourra 
donc intégrer terme a terme le long de ce cercle, et, compte tenu 
de (8), on trouvera 
(19) Ga) = of (2 Et 22) (1). 

OF,A 


2™L 


Les transformations (5/) et(5), appliquées aux séries (18) et (14), 
permettent de donner, de g,(¢) et ¢,(¢), les nouveaux dévelop- 
pements 


y, ie G 
(20) gi(t)= Gi(o) +a), 
w=" 
~ ra) 
H 
(21) :o—>, = 


ihn 


Mais on ne peut affirmer que ces deux séries convergent que 
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si] ¢)/>>1-+ 2. En dérivant Péquation (21) par rapport a ¢, on 
vérifie que 

24-1 


: wee Meal) 
OS) es ST aay 


a 
et cette relation permet dappliquer a (15) Vintégration par partie; 
on retrouve ainsi l’équation (19). 

Le lemme VI, appliqué a la série (18), montre que la fonc- 
tion g,(t) tend vers zéro quand ¢ tend vers +17, le long de 
Pare CF, A; on peut donc intégrer (19) par partie, et l’on trouve 
ainsi 

[ ahs 
(22) F(a) —F(—a)= 5 fo (weep, 
CP,A 
ou : 
eae 
ii (4) =— 5 14), 


ou encore, d’aprés (20), 


20 ) 2n—1 


pes IN ye 
(93) Oe oe Say 


ie 
t 


ieee | a4 
Par un raisonnement semblable, on démontrerait la formule 


TES ORK t 
ou 
AF Sea 
(03') A= > ee) 2 F(o) | 
RA , 


Pour déterminer l’ordre de grandeur de la fonction f/f, (¢) 
lorsque ¢ tend vers +7, nous nous servirons de l’équation (18), 
mise sous la forme 


~ 


Oe Q07h ic) Qn 
aes A G,(—n) I 1\2 (an +1)A G,(—n) 
Or Sep ere ae | 


9 1 \22 2, t I \22+2 
n=0 ae n=O fea 


Il suffit d’appliquer le lemme VI a ces deux séries, en utilisant (17), 
pour vérifier que 


lim (¢2+-1) fi(t) =0, 
t>ti 
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quand on s’approche de A ou C sur la ligne d’intégration. On 
démontrerait de méme que, sous la méme condition, 
(24) lim (¢2-+1) fo(¢) =o. 
t>t 

_ Cette propriété de la fonction fy(¢) va nous permettre encore 
une fois d’intégrer par partie dans l’équation (22'); en effet, on 
peut considérer le second membre comme la limite de la méme 
intégrale, mais étendue a arc C, Ff, A, d’un cercle, dont le centre 
est-un point fixe de l’axe réel, situé a droite du point +1, et 
joignant les points A, et C, d’affixes + ¢(1+ ¢), ¢ désignant 
un nombre positif que nous ferons tendre ensuite vers zéro. 

Pour une valeur fixe de <, on peut intégrer par partie; les termes 
tout intégrés disparaissent, en vertu de (24) et de la parité de /2(¢), 
de sorte qu’a la limite, on trouve 


(25) F(s)-+F(—2) =lim =, [ (e422) fy %, 
eso Tel CiF,Ay t 
ou 
(26) f(t) = F(o) ye ee 
bet 
— AF(—2n) 
1 we I 1(— 7 c 
Pe) Bis Slee Digs 
ees n=0 G i) 


Remarquons que notre raisonnement ne nous permet pas d’affirmer 
que l’intégrale existe pour ¢ = 0, mais seulement que I’intégrale 
principale du second membre de (25) converge. Enfin, la méthode 
que nous ayons déja appliquée a f,(¢) et f.(¢) montrerait que 


(27) lim. (22.4-1)?"f(¢) = 0, 
t>+i 
quand ¢ tend vers + 7 le long de la ligne d’intégration. 
Appliquons ceci, par exemple, a la fonction 
EC2) = COs tus; 


l’équation (26) définit 
IT 


° = 
MGS OES 
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qui, porté dans (25), donne 


I 
f— - 
: I t dt 
cost.z = lim ae (122. 1-23) oa 
e>Qo2Tl 6,F yA, pk t 
iG 


tandis que (22') donnerait . 


cosTz—1 aah (P2— 6) log (¢— 2) S. 


z TU Tora 


4 


II. — La série pe Basset. 


33. On peut reprendre tous ces calculs en partant du dévelop- 
pement (29) du paragraphe 6. Les deux séries auxquelles conduit 
la fonction particuliére t?? deviennent ici 


a erence SEMIN fe 


t 


ees CHONICEtIE 


w= 


d’oti Von déduit 


i ) aie t22-4 ¢-2z2 dt 7 
( 9 TED ony aed: 2n+1 ¢ 
t 
Bel cliiamake ek ceres 
2 2 2 
(2n)! 
Wy, ake een ey teeny 
(29 ) : ( =e ;) Fi 


Le méme raisonnement que ci-dessus conduit alors, pour toute 
fonction F(z) représentable par la série de Bessel, aux expressions 
intégrales des deux sommes F(z) + F( — 2) et. F(s) —F(—3). 


Mais ici, c’est la premiére somme qui s’exprime par une intégrale 
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convergente 
dt 
F(z) + F(—s) = = [ Ce ao SSD re 


I - I an I 
P(n+ 2) + (-n—2) - VAF(—n— =) 
D) 2 ny ‘eB! j 2 
sad {20+ it ApS ( Bye : 
E ‘ t— 


et satisfait, comme plus haut, a la relation 


lim (#2-41) fi(t) =0; 
SSE 


tandis que autre somme s’exprime seulement par une intégrale 
principale , 


' 


F(s)— F(— +s) = lim ue {22 — {—22 f(t ue 
( f(t)s 
Cy Py Ay : 


esol 
ou . 
/ I ii 2n—1 T 

oS eal eae : oe iN F(—n+4) 
fit) p2n+i : =(e- 7) ( aE i 

u=0 ‘ Rt C3 

t 

avec 


lim (¢2 + 1)? f(t) 10x 
t>i 


IV. — EXxempetes. 


34. La fonction hypergéométrique fournit quelques exemples 
remarquables de séries d’interpolation, d’autant plus intéressantes 
qu’elles peuvent étre rendues aussi lentement convergentes que 
Yon veut. Ces exemples sont de nature a élucider les rapports 
entre les propriétés de la série de Stirling, et ordre de grandeur 
de la fonction F(z) pour les valeurs trés grandes de z, ainsi que 
Vordre de la fonction génératrice /(¢) quand ons’approche de l’arc 
de cercle CFA. 

Considérons d’abord la série hypergéométrique F(a, 8, y; x), 


ot ona posé 
“u=t, a=, =—Z. 


Son développement est alors une série de Stirling 


(30). Fi) = 


T2(y) exe ab syee Gr ee ese he O)) 
raratqse) ~ aa niy(ysea)es ye ) 


. 
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qui converge absolument quel que soit z, si R(y) >0, mais 
diverge si A(y)So, et dans laquelle le paramétre y permet de 
s'approcher indéfiniment de la limite de convergence. Des pro- 
priétés asymptotiques de la fonction I, résulte, lorsque z s’éloigne 


indéfiniment, 
F(z) ~ G31-*Y sinn(z — y), 


de sorte qu’en prenant le nombre positif y suffisamment petit, 


‘ 


Vordre de grandeur de notre fonction F(s) pourra, dans 
Cpe ese 
4 4 


que lui impose, dans cet angle, Vinégalité 


Pangle 


» sapprocher, autant qu’on veut, du maximum 


| F(r ev) | << G errsine pe( pr), 


Le second membre de (30) fournit les quantrtés 


he ny eS) GD) 
F(n) = F( ee VE ey a 


qui, substituées dans léquation (26), donnent, pour la fonc- 
tion f(t), expression 


(31) fyaaieaF (=n %)- 


{2 
D’autre part, l’équation (25) se réduit ici a 


alsg) Seats 
Y(y — 4) T (y+ 32) ESO2REL | 


Saé 
(32) fester) fy. 
C,F iA, t 
La branche principale de /(¢) admet comme points singuliers les 
seuls points =o et = +1, et les propriétés connues de la série 
hypergéométrique permettent aisément de voir comment elle se 
comporte au voisinage de ces points. Par exemple, au yoisinage 
de t—=-+ 1, on aura 


; I Livi Lies 2 rakes / aS. 
F iN Via —} u : aati 1) (a? 0 — 
(33) (441 Ys =) Pus) en oa 


Ip 3 : age 
arts LTP Py) So ea 


donc, en ce point, la fonction /(¢) devient infinie avec un ordre 
qui tend vers l’ordre maximum, lorsque y tend yers zéro. 
On peut dailleurs donner une forme plus simple a l’inté- 
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: . PEL y 
grale (32). Admettons, pour un instant, que &(y) > #5 dans ces 
conditions, on peut déformer la ligne d’intégration jusqu’au demi- 


cercle droit de diamétre AC; on aura donc 


2(+ +t 
Sal = (23 +- (-22 yf) S 


“5f iC per ee) [sey +s (5) |S 


Mais de léquation (33), on meee déduire 


| 


“ 1 \ 2¥-2 


eeu Se ig eed aU 


I 
t+ - 
t 


2Y-2 
) désignant la branche qui prend la valeur 1 au 


point ¢=1; de sorte que l’équation (32') se réduit a 


| Nr? 
T2(y) —t ry) ( ri dt 
OE ig aS ag aa ae pen) Vi ri 
GH). goat eeenee (22 p4-25)\ 
2. 


Nous ayons supposé &(y) > *; alors que la série (30) converge 


sous la seule condition R(y) > 0; mais on peut aisément déduire 


Ieee 9), 


de (34) une intégrale curviligne qui représente notre fonction 
dans tout le domaine ou la série converge. Soit /, ; un lacet, d’ori- 
gine ¢=1, entourant le point t= 7, et parcouru dans le sens 
posiuf. 
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De l’équation (34), on déduit 


3 
(35) ray) ngesa 6 2 t) real, 
CG =r ees) qn lt sint Y 
Bs Tae 2 
CAD d 
x f (ay al : as 
e byt \ 2 ’ t 


et cette relation est valable dans tout le,domaine A(y) > o, en 
We, ou p est un entier 


exceptant les valeurs de la forme vies 
positif. 

I 

Pour = => on aura 
eee 
I dt 

36 cosTt.2 = — 122 4 ¢-22) —___ 
Ce) 27 ( erm 


‘yi 


2) Q2n a 5 Bs Soe 
=>) (-- 1) ees (2 SS 9 a en lO Ben ie) 


r=? 


Pour Se 1, (34) devient 


Bees 2, foe a> ey yp Hes (m —1)?)_ 


n=0 


30. La série (30) représente une fonction dont Vordre de 
grandeur, lorsque y tend vers zéro, se rapproche de son maximum 


ieee Ts ‘ T 3a 
sur tout rayon vecteur intérieur al’anele — 2) - Nous allons 
Ceci 4 


rencontrer maintenant une fonction dont lordre de grandeur peut 
s'approcher du maximum, mais sur un seul rayon vecteur intérieur 


> TT 21% Peet , r : : 
a langle — ae aa 3 C’est la série hypergéométrique qui va, 


ici encore, nous fournir un exemple aussi simple que possible. 
Soit a laffixe d’un point de l’are de cercle CFA, autre que C 
et A, et considérons la série de Stirling 


(37) F(s)=F(z,—2, 13—-G(a—2) ) 


= 2(g2— 12).,..(22—(n —1)?) bree 
>¥ n! y( cei ea GOES ; 


n=0 
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/* 

D’aprés |a —+|—2, cette série converge absol t 1 que 
aprés | ¢ — | == 2, cette série converge absolument, quel que 
soit 3, si A(y) > 0; elle converge simplement si — 1< A(y)S0, 


et elle diverge si A(y)S—1. U faut évidemment excepter la 
valeur y = 0. 

En substituant cette valeur de F(s) dans ’équation (25), on 
trouvera 


( -) ele 
a—_— — = 
‘ I ; é I a t dt 
(38) F(z) = — [ Cte treo) bane en te ee ee 
BCG REN 2 1 \2 t 
SS : Re t— 


La fonction, génératrice se représente donc, elle aussi, par une 
série hypergéométrique, et l’on voit qu’elle admet les seuls points 


ol 


singuliers 0, ta, = oe D’ailleurs, al’aide des propriétés connues 
C 


de la série hypergéométrique, on peut donner a f(t), au voisinage 
des quatre derniers points, une expression de la forme 


vol Sona ean AC 2 I, ence) 


u(t) étant holomorphe au voisinage du point en question. 
On voit par 1a que la fonction génératrice f(£) qui appartient a 


une série de Stirling peut devenir infinie d’ordre 5 &) en un point, 
et, par conséquent, en une infinité de points de l’arc de cercle CFA. 


On peut modifier (38) en remarquant que la valeur de l’inté- 
erale est nulle si on l’étend au demi-cercle droit de diamétre CA, 


Ren : ers I 
ce quon vérifie immédiatement par le changement de ¢ en er 


Par conséquent, on ne change pas le second membre de (38) en 
intégrant le long du contour formé par ce demi-cercle et CF, A; 
et ce contour fermé est équivalent au lacet /,., d’origine I, et 
entourant le point a dans le sens positif. 4(t) étant holomorphe 
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a lintérieur du lacet, son intégrale est nulle, et il reste 


/3 
em TOTS 1) : 
(40) F(z) =— SS tf (eee etsy 
27 Vn ies 
3 
ge 1 Ja Vea I 
(«— ;) ee 
Sol He ee RAIL 
( =) ee 
a—— G2 => 
= iy h a 
ou il faut supposer y différent des nombres o, a 
2= 2 


: I eae Boar 
Si A(y) > 57 on peut remplacer cette intégrale curviligne par 


Vintégrale définie 
(41) F(z) =f (t22-+ ¢-22) 
Ar (e=i)* 


3°55 3 
et cette formule reste valable pour y = a are 2, . +++ Elle subsiste 
méme si a= +1, bien qu’il n’en soit pas ainsi pour (40). 


Par exemple, pour y = . (40) donnera 


1 


a—_-— 
L ae dt 
(42) agi — ef (12% 4. t-22) ( om) : 
: TL Ve (t2— a?) (e— & 
a? | 
Sie Ge eG eee . ae 
ay (2n)! a) 
r=0 


Ces relations particuliéres ont été déduites des relations géné- 
rales, valables pour une série de Surling quelconque, mais il va 
sans dire qu’on peut les obtenir plus directement. C’est ainsi qu’on 
retrouve la relation exprimée par (41) en y substituant, ad? (-24, 
son développement (42), et en effectuant lintégration terme a 
terme. 
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ef 
Signalons encore l’expression a laquelle conduit cette autre 
série de Stirling 


oy 2 
(43) F(2)=2F (144, 1-2, 741; —7(a—4)’) 
4 


zy) &(22—1"),..(22— n2) a 
dad WNC Y +1) (Y +2)...(Y +2) z 
) 


r= 


Cette série converge absolument si A(y) >1, simplement 
Seo Ri (y pty. etudiverge «si AR(Y) So. Par un raisonnement 
semblable au précédent, on trouvera 


3 
is I 22 
‘ (1-7) 1\ at 
(44) Fa) =¢f (¢22— ¢-22)) y— ~—_4 (\-7)%: 
hiya esi 
ae ( 2) 


ee ee Seno F 
ou l’on suppose %, différent des nombres rere 25 ogo Glen (iy (C; 


désigne la quantité 
.e 


V. — VALEURS ASYMPTOTIQUES. 


36. L’intégrale (40) va nous permettre de voir comment se 
comporte la fonction hypergéométrique pour les valeurs trés 
grandes de z, et cette étude particuliére nous conduira ensuite a 
Pexpression asymptotique générale que nous nous proposons de 
déterminer dans ce Chapitre. 

Posons = re’, et admettons provisoirement que A(z) soit 
supérieur a un nombre positif 4. Conservons a a sa signification 
et supposons R(y) >-—1. Cela posé, développons la quantité a 
intégrer suivant les puissances croissantes de a — ¢; il vient 


5 = (a=) 


if -): 
soe 2 ae a 
NOE Be Ee (ene hs 
( =) a(a? —1) 
a—_- — 

a 


2a (a — 1) 


> 
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et, par suite, 


Q)ajiolen 


représente la branche * qui prend la valeur 
Neiee : ) log (2/2) 
au point @ = 1+ v2, et ou. b(t) désigne une fonction sans autre 


. é I I . . 
point singulier que t= -, —a, -- -, 0, «2. Nous sommes ainsi 
a a 


conduits a former 


ytd | : roe 
=| vet (1— 2) dt— (1+ ent) f {2454 Gr dt, 
a ol a 


et la derniére intégrale est bornée d’aprés la condition A(z) > o. 
D’autre part, on vérifie immédiatement, par le changement de 


variable t= au, que 


3 = I 
Ske rast (r—!) 
i pet (re dt = a24(1+ e277) =e 
loa 4: ie (22 = » ha x) 


ce qui donne en définitive 


1-3 T(22) 0 (1-5) 
(46) ihe #e-1(1— 2) dt = a% (1+ e277) + O(1) (4). 
r(os+y—2) 


4, 


(1) Suivant une notation courante, Y(w) étant une fonction positive de uv, 
f(%) 
y(u) 
mente indéfiniment. f(uw) =o[Y(u)] exprime que ce méme rapport tend yers 
zéro lorsque uw augmente indéfiniment. 


reste borné lorsque uw aug- 


O|Y(u)] désigne une fonction f/(w) telle que 
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On démontrerait de méme 


2: 
(40) fo eea(en ty Fa 
o ¢ 


hal Pag te 3 i matt : 
- I (22 Vat >) (1 -) +-mi(y—}) 


= q-28 af e (r+ e2nty) + OU), 
P(23+1) 


ou c’est le signe + ou — qui convient suivant que @ est au-dessus 
ou au-dessous de l’axe réel. 

Pour terminer |’cxamen de (40), il nous reste donc a considérer 
Vintégrale 


a | 


P= (orem 2) *yott. 


l ssa 


Or, au voisinage de ¢ =a, 4(¢) admet le développement 
fi 
Y(t) = ¥(a) + (1 2) aCe), 


v,(t) étant elle-méme holomorphe en ce point; on aura donc 


; t 2 dt 
(47) P= Ya) f (22+ mey(i- 2 — 
ise @ : 
i+; 
f t 2 dt 
2 — f—2Ze poh a ! =, 
+f Batt 3 «| Ui(Z) ; 


La premiére intégrale se décompose en deux termes de méme 
forme que (46) et (46’), et tous deux infiniment petits par rapport 
a ceux-ci. Pour déterminer l’ordre de grandeur de la derniére 
intégrale, il suffit d’effectuer la transformation 


Y+5 


t 2 : ( a 
i poi (1 1) Uy(t) de = ar (r erin) fe —2)'2y, (at) dt, es 
/ \ “0 


Osa 


et cette derniére intégrale est infiniment petite par rapport a la 
premiére intégrale de (47), car il existe un nombre positif 8 tel 


que 
|B dy(at)| <C, Pee fa 
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On verrait de méme que l’on peut négliger 


et lon obtient en définitive, pour valeur asymptotique de F(z), 
(48) Pl ne :—7 (4-5) ) 
ees ie Say 4 a 


7 \ 2 uae t= , ot é 
29) (220) Mae et Ieeo)} 


a>— 


Cette expression, établie par O. Perron, pour les valeurs positives 

) p »~P I 
de z('), a été obtenue ici en supposant A(z) >a >0; mais F(z 
; } ) 
étant une fonction paire de z, cette équation subsiste si A(z) <—«. 
Nous avons également admis que a@ est différent de +7, et l’on 
peut vérifier effectivement que (48) cesse d’étre vraie lorsque a 
vient en l’un de ces points; on a, en effet, 


My) 
(y+ 2) (y—2) 


=— EO gay sinn(s— y) be: (=) 
Tv : 


De Vintégrale (44), on déduirait de méme la relation asympto- 


Gg SSID (GQ eae a7 1) 


tique suivante : 


2\ 
(49) F(a) =F (14+ 4,1-3 741; —7(a—2) ) 


ig 20 (y +1) a+ : 
anys ) 


<[+-o(:)h ° 


ou l’on suppose A(y) > 0 eLaAHe. 
Remarquons encore que, dans ce qui précéde, on supposait @ 


at ome o if 
sur l’are de cercle CFA; mais il résulte du changement de a en . 


que les relations (48) et (49) subsistent lorsque a est sur 
Varc ABC, 


(1) Sitsungsber. Akad. Wiss. Heidelberg, A, 1, 1917, p. 68. 
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o 


Vi. — NOUVELLE DETERMINATION D’UNE EXPRESSION MAJORANTE POUR F(z). 


37. Nous allons maintenant utiliser ces résultats pour déter- 
miner une expression majorante pour la somme d’une série de 
Stirling. Nous avons vu que cette somme F(z) se représente par 
les intégrales (22) et (25), mais ces deux intégrales ne se prétent 
pas a cette recherche; c’est pourquoi nous commencerons par étu- 
dier la fonction H, (zs), définie par l’expression (12). 

Puisque 


lt 
f (122 — 1-22) = =0, 
" CFA 


on ne change pas la valeur de l’intégrale (15) en retranchant 
de 9,(¢) une constante arbitraire, et l’on peut écrire 


dt 
t 


a) Hi(z) = — f <(e#— 0) lei(t) — 91 ($8) 


Tl GRA 
Ceci posé, reprenons la transformation 
e=E+VG+1, 


déja utilisée au paragraphe 18, ou Va /2 pour E—1; en 
conservyant la notation €=e?, il suffit de faire varier § 
de — 5 eine pour que ¢ décrive l’arc CFA, et ’ona 

: dt dean ieote de : 


- 


7 PI ~~ 4/2¢08 20 


En posant 9,(¢) = (4), Pintégrale (15') devient donc 


oe n i® 10 
5 Hee ee 95__ 4-22 | § —y(+7)| <<, 
(50) Hi(s) ee (we) 1¥ (0) — 4 (5 ) | 
ou, en vertu de (14), 
nas 2n—1 
(51) $(0) = LEE) int, 


C'est de cette intégrale que nous allons déduire l’ordre de gran- 
deur de H,(z). Hl nous faut donc étudier tout d’abord comment se 
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comporte ¢?% pour les valeurs trés ‘grandes de z, lorsque ¢ décrit 
Yare CFA. Cette étude a été faite au paragraphe 18 pour la seule 
valeur absolue; ici, nous aurons également besoin de l’argument 
de t?%, mais le calcul est le méme. 

En posant toujours z=, e’’, et en désignant maintenant par (4) 
la fonction A(9, 9), on déduit facilement des formules (53) (§ 18) 
(as E78) + ip.) 

avec 

= wee eh ee ; x . Sam . 
(52) (6) = cose log(\/2 cos + /cos 26) — 2 sin v are sin( 4/2 sin 6), 
(53) p(8)= sine log (V2 cos + \/cos 20) + 2 cose arc sin (\/2 sin® ). 


L’étude de (4) ayant déja été faite, nous ne rappelons ici que 
les résultats : 


Shere aoe Cie =, les inégalités (56) (§ 18) entrainent 
4 


(54) | ez, < e7(Tsin v—&) er, ‘i Hee = re 
(54') | t—22| < er(tsinv—z,) aes ; 270 = an 
2 I 4 


id Ay ; 3 
et ces inégalités subsistent pour » = zee 


4 
DONDE, a On 
+ 


(6) S He), 
l’égalité n’ayant lieu que pour la seule valeur = — ¢, et, au voi- 
sinage de cette valeur, les formules (57) (§ 18) nous donnent le 
développement 
(55) Fie Nee es 


Vcos 2 
; ee < me 
Rappelons également que, pour — = £4 7? ona 
4 


—A(0)Sx[sine |< (Pe), 
et, par suite, 


(56) | tz, < er (Y(v)—€,), 


. ean Ses " T 
Enfin, au voisinage des deux extrémités de |’intervalle (- = + *)> 
4 4 
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on pourra facilement former les-développements suivants : 


SIA rhe E92 
(57) ( —*) = mrsine—4sin (e— 7, = 3 sin (: -}- =) etale 
T ik A 
(47°) n(=— 0) =—tTsne+ sin(o + 5) 08+ Fsin (o— 3) 08+ ; 
4 / 4 4 
A\ es 3 
(58) we (0 =F) =—meose + 4sin Ee 02— 2 sin peter 4 cat iat 
4 4 3 4 
T ay Fiat 
(58’) u(G—0) = x dose + 4sin(o— = oF — 4 sin (045) 0+ 
4 4 


38. Ces préliminaires posés, passons a l’examen de_ l’inté- 
cee Tw 37 ‘ 
grale (50), dans langle - S$» —, pour les trés grandes valeurs 
4 4 


de r. En mettant a part les deux intervalles ot les inégalités (54) 
et (94') ne s’appliquent pas, posons 


® e9 dd 
(59) Piaf 123 [ 0) ( ;)| ee eees 
aa ie Ht ¥ 2c0s20 


; ae 0 dp 
Ho meE flee (5) 1 
(59) : oh 2 ELV —9 (F ) | ee 


ee | 


ela 


H, (z) admet alors la décomposition 


(60) H,(2) = Py— P24 O[er(msine—ey)], 


de sorte qu’il suffira d’étudier P, et P,, d’ordres supérieurs au 
dernier terme. 
Il résulte de (13), d’aprés le lemme XII, que 


v(0)—v (+ ) = Ve-0 +1 f(0) = e-9 /2 cos 20 f(0), 


ala 


ou la série 


(0) =>, dnertin 


js) 


converge pour toutes les valeurs de 4. Nos deux intégrales 
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admettent donc les expressions 


: Leen ba iee eae 
eh r=2f ae J(9) dd = =f JO 3) ¢(0— 2) a, 
71% oe: x : i 
m 
; ies, (2 ay 7 
wey mdf enpnannd (er Me( saa) 
SAG “45 ‘ 4 
13) r 


rs 
ou, pour abréger, nous posons momentanénient 
A(0) + £p.(0) = (0). 


En intégrant par partie, P, devient d’abord 


et he eee 


19 


iA ae ee (0-2) rv (0 4 
as 0 


Mais, du lemme XII, résulte 


i) 
é I Tv 
tim 5 f f(e—F) ae =o: 


de ce fait, ainsi que des développements (57), (58), on conclut 
que, e étantun nombre positif, on peut trouver un nombre positif 4 
tel que o << 4<7 entraine les inégalités 

0 


JF f(w—§F)de| <b, 


z- Pe) 
» (0-5) < xsinv —4 sin (e— =) 02m 
4 4 


)f Ae ane 


ala 


an 


ce qui permet d’écrire 
5 at ; 
: 4 —1r0? sin (ov — ©) ot 
[Ps] <0 [ertmsine—e)] 4 Ge ermsiny p f e \ 4/ (2 qQ. 


ah) 


I] suit de la que, si @ est assujetti A 1a condition 


Dee SF peat 
= NA SS ae 
4 4 
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a, étant positif, on a 


et, par conséquent, 
ia er msiny ¢ (r 
(69) P| = @), 


V2 


I 
ou ¢,(7) tend uniformément vers zéro avec = dans l’angle 


~ 


Lintégrale (61') donnerait de méme 
| q 5 T 1 
Aye 3 s =_ 57 
TPS O[er(teinve—=z )] + Ceermsine ae Pes sin (o +=) 0? do, 
0 


et, par suite, 


ert sine €9(r) 


( 62") PEs 2 


[ 
¢2(7) tendant uniformément vers zéro avec = dans l’angle 


= * 


x " 
is te 


L’équation (60) conduit donc a la relation 
‘ ert sinv 
(63) it Ce RT) 
¢(r) tendant uniformément vers zéro avec dans langle 


9 
ot 


+1 Se8 
4 


ar fel 


39. Nous avons été obligés de laisser de cété les voisinages 
immédiats des deux extrémités, pour lesquels le raisonnement 
précédent ne conduit pas a une inégalité suffisamment précise. 
Examinons-les maintenant. 


T 31 z : ores 
Supposons, par exemple, 7 Ses pe (62') subsiste, mais il 


nous faut reprendre l'étude de P,. L’intégrale (5g) peut s’éerire 


Ae eae 


ee et an (0— £) iow (0-%) =a Ts é ) 
{= eee 4 7) v rey (a 50 ? 
0 - 2 Sin 2 
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et ’intégration par parties, ot l’on met en évidence 


oe io Saf ee [y(o- )—9(-F)] a 


donne une expression de la forme 


2S Ss) 


(65) Pi =O" 02 Q; 0 fentmsing—ei)], 


ou 
i (o— =) 


" 
Qa—r ero Y, (0) o'(0) ———— dd, 
Jo V2 sin 20 
; 6-7) 
*/ cot 20 
Qy= f erp) by (0) = See dd, 
Jo V2 sin 20 
J Tu 
‘ 0 me. eae 
Qa if erei4,(0) ab, 
Jo V2sin 20 


et ot l’on a posé 


porar(0—F)ie(0= 4) = svten(os 


x 


Mais les développements (57) et ( 98) donnent 


er 
rye ed) 


et l’on trouve alors les inégalités 


=O y/0:)s 


6 nT . 
; a (0-4) 2, Sin (o—=) . 
(66) 1Ql<or fo eV 4) 4,00), | 44 4 0 | a0, 
0 


0 
1 (9-2 dd 
66) 1c foe OT coi, 


ioe 
C66) Lt foe) yc) S. 


Nous sommes ainsi conduits a étudier comment se comporte &, (4) 
pour les trés grandes valeurs de 1. Cette étude, ainsi que celle de 


L'INTEGRALE DE LAPLACE ET LA SERIE DE STIRLING, 87 


Pintégrale analogue qui se présente pour P., résultera d’un lemme 
qui va faire objet des deux paragraphes suivants. 


40. Considérons une série entiére 


} 


J (4) ered an &", 


%=10 
‘ 


dont les coefficients sont tels que 


3 
lim’ 72? a), = 0. 
n>on 


Nous avons vu au paragraphe 27 que, si l’on pose - 
paragrap que, 


fl) =f) + i — 2)8 Dba", 


n=0 
ona 
Wanty candi Op 
n>« 
et la série 2b, 2” converge sur le cercle | z|=1. 


Nous allons démontrer maintenant l’inégalité suivante : 


0 


(67)  E eirVO[ f(e0) — f(1)] an| = 0 ce iF 


L’intégrale du premier membre s’écrit 


: : 
(68) m= [ cir vBl fei) — f(1)] d= Yb Tr 


(8) 


avec 


= 1 
bs 24 er Vb +ind (y = eth) do, 
0 


et lon voit aisément comment se comporte T, lorsque 7 et n sont . 
trés grands. En effet, si l’on pose § = 2?, 


1 


: ies 
i VO in (+57) SNS 
esp cues if e Ant (7 — eft?) x dat, 


a) 
c 


To 


CHAPITRE IY. 


et, en intégrant par parties, il vient 


; 1 
e Qn (1 —— en?)2 x ax 
. —_— 2 
in( \/ = 1 
Se LAD ma VO) (1 — ef)? 


uf “aS ' 
Pp ie hn 
J, (2arna2tr? 


{V0 »\2 ‘ 


x / As (7+ an) ps 


(r1— e®")  *%ek* a2 de. 


Il en résulte immédiatement 


ee ele: 
a0 “ae 4x dx 
[Tal < Se Sagres Re | ACETATE 
anVO+r 
ou encore, d’aprés linégalité 


| 


; | xdzx Vo yo a 8 F 
J,  2nze+r anytar anylar 
ce 
En LSS SSS 


anVYo+r 


Ce résultat, porté dans (68), donne alors 


. ane 4 
MS Cee eee nee ee ), 
antan VO+zr ? 7 a an Vis r/ 


et, comme a tout nombre positif ¢, correspond un nombre ro 
tel que 


jr b, | <4, r ZN, 
on aura 
o ? = x 
sa a0 F et 1 
A ia sien ap <s¥ ae eee ee 
n=No any0+ ry N= ra a 
\ 2y 


<e]log( ro+ ——) —Iog(m—1) : 
2yo 


ce qui démontre l’inégalité (67). 


- 
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Al. Considérons, en second lieu, 


avec la méme condition 


lim 72? ad, = 0, 
l>w 


et examinons comment se comporte 
i) 


(69) My= fo“ eirO[ fi(eM) — fi(a)] a 


eT 


pour les valeurs positives et trés grandes de r. Pour cela, nous 
mettrons /,(z) sous la forme 


4 
I\?2 yO lay Ly4 <a b, Cn 
@) HO f= 6) YB- ODE De 
n=0 R=0 n=m-+1 
m désignant un nombre positif quelconque. Nous savons que 


Ji 72 Oy O8 
n> wo 


autre part, en identifiant les termes d’égale puissance dans les 
deux membres extrémes, on peut exprimer les c, en fonction des a, 
et des b,, et arriver a Vinégalité 


elogm 
San (iad coment 7. 
n Vine m 


e désignant une quantité qui tend vers zéro quand m, et par con- 


“4 | Cn < 


séquent n, augmentent indéfiniment. En portant le développe- 
ment (70) dans lintégrale (69), on peut alors démontrer Viné- 
galilé 


i) 0) : iP 
(St) |M,| < -—e,(7) log (1+ ai x €9(7) log ( 1+ ) 
| 1| r 1 ) 4 40 / eo) i; V0 


see a : ; iE 
e, et ey désignant des fonctions qui tendent vers zéro quand a7 


=|» 


augmente indéfiniment. 


A2. Aprés cette digression, reprenons l'étude de P,, ou, ce qui 


go CHAPITRE IV. 
revient au méme d’aprés (65), des intégrales Q,, Q2, Qs. Nous 
peels ee = 3 Tv ™ . 
avons supposé 7 S05 — 115 admettons, en outre, que 2 soit 
+ 
situé dans le domaine défini par 


ae rid 
(2) r? sin (+ - =) 2G 


ce étant une certaine constante positive. 
En remplacant | /,(9) | par la limite supérieure qu’en donne (71), 
Pinégalité (66) devient 


a 


- 


4 —4r @ sin ee v 
JQulzereeisrne (yf e v9 ( ‘I [asio(o—2) +900] los(1 a dé 
0 4 4/0 


- 


5 a ir yO si oe 7 , 
ee ce i "( +I [asin (e—4) + 00(1)] log(1 — \ 
Vr 0 = 4 4+ V0 Qa 


et l’on trouve alors, en tenant compte de (72), 


ert sinve(p : 
pidiae AGEN. [+r sin(o— 
r2 c] ( 3) e 
sin( » — 


4 


LQa< 


)} 


SIA 


ou 
lim e(7r)=0, 
r>o 


et cela uniformément dans le domaine en question. 


On déduit de méme, de (66’), 


‘ 


ermsiny if —— 0 @ yO sin(»— z) Eo ( |i ) he ao 
a thi e : Cra log (1+ =)-— 
| Qa] , : | / = i te) i Vo a: 


et, par suite, 


e’T sine ¢ ( r) 


|Qal << Sue ee 


v9— 


D’ailleurs, (66”) montre que Qs; vérifie la méme inégalité. En 
portant ces limites supérieures de Q,, Qy, Q; dans (65), on obtient 
enfin 
rm sin > + \ 
Bartel ig log |: + 7? sin (+ — =), 
ca 4 
r? sin (o — 7) 


4 


(73) | Pages 


é,(7) désignant une fonction qui tend uniformément vers zéro, 
dans le domaine en question, lorsque r augmente indéfiniment. 
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43. Le probléme que nous nous étions posé au début du para- 
graphe 37 n’est pas encore résolu pour P,, car (72) écartait un 
domaine que nous devons étudier maintenant. Supposons donc z 
Tv 


ee : 
dans langle ; —~n Ses , ++ 1, et, en outre, dans le domaine 
(4 q 


9 
(74) r® sin 


Si 7 est assez petit, (57) donne, pouro << 4< 14, 


aad i 3 
rh hae= =) <“rnsiny — 402 rsin (»— 7) —ré? 
\ 4 4 


“ <rxsine+ ger 
et on déduit, de linégalité (66), 
| Qitisverneiae (Ons Qis); 


ou 


Qi; =27rsin|¢ — — 


I 


De l’inégalité (66’), on peut déduire de méme 


3 


2 
1 User ata aes 
| Qs} ee re ern [, ek’? —§? 
0 § 


En portant dans ces intégrales la limite supérieure de | 4,(4)| 
* trouvée plus haut, on obtient alors, pour Q, et Qo, la méme limite 
supérieure . 


h 4 { 1 
ermine 7» (3 [cry log (, + 3) +0 ‘ee :) | ; 


On voit de suite, d’aprés (66”), que le terme Q; est d’ordre infé- 
rieur a Q, et Q,, de sorte qu’il reste, pour P,, Pinégalité 


- 


; ; 
(75) | Py| < er tsine wey tage 3), 


ou ¢,(7) désigne une fonction qui tend vers zéro quand r aug- 
mente indéfiniment, et cela uniformément dans le domaine défini 


par (74). 
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Enfin on peut rassembler les trois inégalités (63), (73), (75) 
trouvées pour P,, dans linégalité unique 


EZR SINE = (TO Sue t 3% 
(76) sNieties. a a) aes re 
pir 78 eon) = 


: 92 32 . 
44. Pour terminer l’étude de H, dans l’angle 5 S¢S ae il nous 
‘ i 


reste a voir comment se comporte l’intégrale 


Sa Pee rede Vee tee eae ‘ (7-6) 
(77) P= 2 | e Ave Ese )[y(E—) 9 (2)] =, 
: ; 


x \ 4 2 sin 20 


3% 


: 3% ‘ : Sa Reet 
dans l’intervalle va —n 20S “7 que nous avions laissé de cété 


lors de la démonstration de (62). 

Il suffit d’intégrer (77) par parties, en répétant le raisonnement 
précédent, avec cette seule différence que, au lieu de 4, (9), nous 
introduisons ici la fonction 


sy wed forinl 2 Leg) (2) 


Le calcul est d’ailleurs plus aisé que pour P,, car a cette inté- 
erale by s’applique l’inégalité (67), plus simple que (71); mais le 
résultat est le méme, et l’on vérifie que P, satisfait a l’inégalité (76) 
dans l’intervalle envisagé. On en conclut que 


3z 
Sos ras) 


4 


’ ert sine ¢ r) logr 
(78) PB Grceie yee ee OE 


rs (ee heen ap) 


© 


=] 


e(7) désignant une fonction qui tend uniformément vers zéro 
T < 

avec —, dans l’angle en question. 
; 


Il résulte méme, de la formule (63 wa lVintérieur de cet 
) eo | 


os 


7 


F 5 = aN 
angle, ¢ est-a-dire pour > +y Self —7, on a 


ie 
; 4 
lim e(7) logr = 0, 
r>o a 
et il parait probable que l’on pourrait arriver, par une analyse plus 


eae aes eT 2. » loor dans Pinéoalité (38 
approfondie, a supprimer le facteur logr dans I’inégalité (78). 


AS. Ce qui précéde nous permet également de conclure dans la 


ayy 
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: ’ Hee ree ree we 
partie de langle GT MSPS 7 pour laquelle 


“ aes 7 5 
Pe SUN —— 10 eer 
4 


Nous avons yu, en effet, que, dans ce domaine, P, vérifie l’iné- 
galité (75); d’autre part, le raisonnement du paragraphe 38 montre 


' s ape : ones : 7 . 2 
que |P.| y est inférieure 4 — «,(7r), et, par suite, infiniment 
petite par rapport a P,. Dans ces a ondinads on a donc, pour H,(z), 


Pinégalité 


. rh siny 7 or 
(79) RE (wets) het oe ANSE 


“ =} 
As A a ; a 1 St ae 2 Vas eek 
L’intervalle — i <a oqu il nous reste 4 considérer, ne peut 
pas étre étudié avec les intégrales précédentes; une étude appro- 
fondie montre qu’aucune d’entre elles ne conduit a une inégalité 


suffisamment précise, et c’est ce qui nous oblige a établir d’abord 
une nouvelle expression intégrale de notre fonction H, (z). 


46. Considérons la fonction hypergéométrique 


Se ea (BP) pon 


n! aaae 


(80) FUa+2,1— 2,2; — 


PE 


cas particulier de celle envisagée déja au paragraphe 35; elle est 
holomorphe au point =o, et n’admet pas d’autre point singulier, 
a distance finie, que les points § = 7. On a donc 


: I ‘ 
ey a fFars, ie 2 — 
ny he Ss Aiea aah eis 
n!(n+1)! EDLs 


la ligne d’intégration étant un cercle de centre o et de rayon 
inférieur 4 1, parcouru dans le sens positif. Mais, au voisinage 
de § =~ 1, notre fonction est de la forme 


(82) F(1+ 2, 1—4, 2; —8) = 90(§) log(a+ §) + 91(§), 


o(&) et 01(5) étant holomorphes en ces points; on peut donc 
déformer la ligne d’intégration afin qu’elle passe par les points +, 
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et comme, en outre, la fonction sous le signe d’intégration ne 
change pas par la transformation de — en — §,,on pourra écrire 


+2 . 
Sah de (32— 12) (s2— 22)... (62— rn) 
(63) fn eh eS 


Te fant ni (n+1)! 


—i 


Vintégrale étant prise le long, d’un are CBA enveloppant le demi- 


cercle CDA. 3 


Ceci posé, nous avons vu, au paragraphe 32, que H,( 3) peut se 
représenter par une série de la forme 


eo 
5 
Ai( 2) = ~— 3(z%?—1?)(z%—a?)...(22—(n—1)? 
(3!) aa: ( 12) ( BAe s (n—1)?), 
eo | 
avec 
lim) 0s 0. 
3 n>. 
La fonction 
7 
(84) U(E) => hee 
Tsk 
est donc holomorphe a l’extérieur du cercle | §| 1, et telle que 
¥(§) 


lim —+*>_ = 
ry+;log(1-+ §2) 


ape 


lorsqu’on s’approche des points +7, le long de Vare ABC. On 


peut alors multiplier les deux membres de (84) par 


F(1+ 3, 1— 2%, 2; — §), 


* 
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et intégrer terme 4 terme le long de CBA, ce qui donne, en vertu 
de (83), 


+i 
(5) Wi(e)= 5 fh Ft a1 5,25 BOE a. 


Ee 
C’est de cette intégrale, évidemment convergente quel que soit z, 
que nous ers déduire une expression majorante pour H,(z) 
dans langle — = +-mS¢< : —n- 
Soient &, un point de are ADC, § un point de ABC. On ne 


change pas (85) en ajoutant a la ligne d’intégration le chemin ££, £2, 
a 


car lintégrale a est conyergente, d’aprés l’ordre logarithmique 


WAS 
de J(E) au point £,. Posons maintenant 
g 
v(t) =f Ba-2(E) ae, 
S 
vale) =f Be-2y(8) de, 
86) us P24 FR (14+ 2, 1— zg, 2; — £2), 


a étant un nombre positif que nous spécifierons par la suite, et 
intégrons (85) par parties. Il vient 


(87)- Hi(z)= eae 
zB ae we 
ei, “U4 (E) dé — aa bo (§) = af, 


car il résulte de (82) que 


lim u(§)u4(&) =0, 
es 


> 


lim wu(&) $a(&) = 0, 
g>-i 


lorsqu’on s’approche de ces points le long de la ligne d’intégration. 
D’autre part, on déduit de (84) 


(88) 1 (8) =o: oe er eae 
le ee | 
oe, Ble iran) ar oe 


| 
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ces deux séries convergeant uniformément sur le cercle |&|=1. 
Dans les deux intégrales du second membre de (87), on peut done 
contracter la ligne d’intégration jusqu’aux deux arcs de cercle CDE; 
et—&, A. 

Pour voir comment se comporte H,(z), il nous faut donc étudier 
. U4. (E), vo(&), u(E) sur Pare ADC. 

Tout d’abord, (88) et (88') montrent que, si « est suffisamment 


grand, on a 


(89) IYiCE)|< =loga, i=, 2. 


D’autre part, en dérivant (86), on vérifie facilement que 


1 
Uae” 


d A 
“iE a= 2 t2e [—#Fu+s, I— 4, 2, rel el og F(z, Samos rd e)|, 
Ss 


et si l’on se rappelle les relations démontrées au paragraphe 36 
3 1 


. eae es) ee = 
PO+44—%, 25-6) = azn Ge ee [1+ 0(4)]> 


1 


; 25 1 

ee r2\4 22 --25 ; 

ia Bieacas) t t I 
Recap) =f (e+) | 0G)|: 


w 


ol t= — + )/1+ 8&2, on peut donc écrire 


23 ie 
(90) Ges eSB) (- E 


O[+o()] 
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Mais, d’aprés l'inégalité (56), il suffit de conserver le premier 
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terme, d’ordre supérieur au second; comme il résulte en outre, du 
paragraphe 37, que i(%) est maximum pour §=—e, il suffit 
d’étudier notre intégrale au voisinage de cette valeur pour obtenir 
la partie principale de H, (z). 

Soit alors lintervalle —» —y <9S—v-+ 3 choisissons le 


point 
a e2i, 


de facon que 4; soit extérieur a cet intervalle. L’équation (go) nous 


. 


ia 
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donne 
du x < =. ee I 
=\< — er (2c08 20) *|— 4/2 cos 20 + * eis [:+0(4)]; 
ae ie vur c 4 


Sx, ul est indiqué de choisir, pour le nombre 


et puisque |4 + ¢ 


positif «, la valeur 
‘i 
RN pr ern oN 
2 COS 2°? 


‘ 


Dans ces conditions, 


. : erty 
— 1/2008 20 + ~ ei(l+n) = mh (0+ ¢)+ O[(0+ ¢)?], 


o \/2.cos 2 


“i 
et, en prenant 7 suffisamment petit, on aura 


pe ns SS 5 dat t) SS ey 
— \/2c08 20 + — efll+#) eyo olkiaeaae 
a \/2 cos 20 
0+) 
Md) Spy eee. 
2 cos 2” 
et, par suite, 
du Gi ry) — Okey 
| 7 —e v2cos2° | )+ 9 |, [9+ ¢| Sy. 
dé Vr 


Cette inégalité, jointe a (8g) et aux remarques précédentes, permet 


de déduire, de (87), 


v+n —r (G+ git 
: €,(r)logr ee ee 
| Hi (rei), < Sn OR erly) i e Osis 0+ | dd 
vr Mee oo 
+ Ofe’ (¥()—e91], 
et, d’aprés linégalité évidente 
aes » +e? 
Ei A rar rT: e 
sf é V2cus25 |@+e|dd<-, 
—v—N ? 
nous avons ainsi démontré 
; erWYe(r) logr Tt r 
(91) [Hi(re®)|< OIE, Faso Fw. 


r2 


AT. Pour compléter notre recherche, 11 nous resterait a consi- 
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dérer le domaine de l’angle — —7,S¢S >, ot 
4 4 


9 
eer ai 
7? sin (< — °) ZG: 


Mais on peut raisonner, sur l’intégrale (85), comme nous l’avons 
fait, pour Vintégrale (15), dans les paragraphes 39 et 42, ce qui 
conduit, dans le domaine en question, a 


’ 


2 e Viv) e(r) logr . 
3B uD 
r2(cos 2)! 


(92) : | Hi (re!) 


on peut encore rapprocher cette inégalité de (gi) et (79), et écrire 
Vinégalité unique 


(93) |Hy(re |< —% 


e(7) désignant une fonction qui tend uniformément vers zéro 
lorsque z s’éloigne a l’infini dans l’angle indiqué. 
En revenant enfin a F(s), nous avons ainsi démontré que 


rv) 7 


ery € * log “ v 7 
|F(z) —F(—2)|< eS Degen eo 
3 : a 4 4 
(1+ 73 cos 2¢)+* 
Hl y) = : oe — 
WC Tea i es. 
1— Pr? cos 29 2 4 


et un raisonnement, en tous points analogue, nous conduirait, 
pour lautre somme F(z) + F(— z), aux inégalités 


5 
erie) 3 e(r) logr 


x rT 

IC fessor Cs ee 7 3 arte ear'p 
(1+ 73 cos2av)t - 
(e) 3 e ; foe 

Piererea ie ee re 


I— 73 cos 2°? 
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CHAPITRE V. 


LA SERIE DINTERPOLATION DE NEWTON. 


I. — LE DOMAINE DE CONVERGENCE. 
a 
48. La série de Stirling est d’application restreinte. La série de 


Newton 


co] 


(1) F(z) =H Se Cee eo Sane 


Kell 


s=0 


que nous étudions dans ce Chapitre, se préte au contraire a la 
représentation d’une classe beaucoup plus étendue de fonctions. 
C’est ainsi que toute fonction holomorphe a l’infini admet un 
développement de cette forme. Mais cette condition suffisante n’est 
nullement nécessaire; le développement subsiste pour une classe 
étendue de fonctions admettant le point a linfint comme point 
singulier, et nous allons en préciser les conditions. 

La série de Newton a fait objet d’un grand nombre de travaux ; 
parmi les plus récents, nous signalerons particuliérement ceux de 
S. Pincherle [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7], I. Bendixson [1, 2], E. Landau [1], 
F. Carlson [1,2], G. Pélya et S. Szegé [1]. Elle est souvent 
dénommée série de facultés de seconde espéce ou série de coef- 
ficients binomiaux, mais puisque c’est la formule d’interpolation 
de Newton qui lui donne naissance, nous préférons le nom adopté 
dans ce livre, et qui figure dans les traités élémentaires sur l’inter- 
polation. 

E. Landau [4] a fait ressortir que la série de Newton présente 
une analogie remarquable avec la série de Dirichlet et avec la série 
de facultés. Les ressemblances entre ces trois séries sont assez 
profondes, et les différences le sont peut-étre dayantage, mais le 
lecteur trouvera intérét a rapprocher les résultats de ce Chapitre 
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de ceux qui ont été obtenus pour la série de Dirichlet (‘), notam- 
ment par G.-H. Hardy et H. Bohr. 


49. Etant donnée une telle série (1), dont les coefficients a; sont 
indépendants de z, elle se réduit 4 un nombre fini de termes pour 
toute valeur entiére et positive de la variable, et l'on ne peut 
évidemment tirer des conclusions qu’en la supposant convergente 
en un point différent 2) = o)-+-¢7. A un tel point, associons le 
secteur ©, défini par les inégalités o<r<R, — = +rnsvs - == Ty 
ot l’on a posé s = y+ re”, et ot 7 est un nombre positif arbi- 
trairement petit. Cela posé, on peut énoncer les deux théorémes 
suivants, dont le premier n’est d’ailleurs qu’un corollaire du 
second. 


Tutorimes. — Si la série (1) converge pour 5 = Zo: 
I(*). Elle converge en tout point situé a droite de (z)=5,. 
ll (*). Blle converge uniformément dans le secteur ®o. 


Soient 
Dee (( peg A ee 
(3 —1)(#—2)...(@—s) 


a CAS ree Zy—s) 


Cs 


I] nous faut démontrer gu’a tout nombre positif ¢ correspond 
un enter positif n,, tel que, en tout point du secteur @,, on ait 


s=M 


a 
> 6,6, |< €, si mZzn zn. 


Si It 


Or, par la transformation d’Abel, on peut écrire 


sn s$=n—1 Vics Westyie 
(2) . bs Csn= > (€s— Cs44) . by + Cm . by, 
son s=n Var st Fs 


(1) La théorie des séries de Dirichlet a été magistralement exposée par 
G.-H. Hardy et Marcel Riesz : The general theory of Dirichlet’s series, Cam- 
bridge, 1915. On consultera aussi larticle de H. Bohr et H. Cramér dans l’Hney- 
klopddie der math. Wiss., I, G 8, p. 722-759. 

(7) Jensen [2], Bendixson [ 2 ]. 

(*) Bendixson [2] démontre que la série converge nniformément dans tout 
domaine fini silué tout entier a Pintérieur du domaine de convergence. 


i 
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avec 
YSN NHN 


Og Saar G eA Cee eee 
“S+I— 5 


D’autre part, il est clair que, si s est supérieur a un nombre 


suffisamment grand so, on a 


na 
(3) Jarg(s— 2) |<<, 


et le segment qui joint s a Zp est vu de tous les points de Go sous 
ree mete n 34a : 
un angle supérieur a ie dans ces conditions, en ecrivant que 


ce segmenk, est plus grand que sa projection sur la droite qui passe 
par 3 el s, on trouvera 


(4) Ps] 6 = 2, ter sin 


quel que soit z dans le secteur ®. (3) entraine 


Sa Og) 
|s—2Z |< a? 
cos — 
2 
et Pon déduit alors de (4) 
rsin cos 4 $—3— — sing 
G-=% 2 
| <ti- — ee ian AD 
§ =e Soh G = Gp 
en outre 
B— By | r 
Ser 26) 0 so 


et lon peut écrire 


fe 
Ss 
Sar i ony 


(3—1)(Z—2)...(4—5S9 +1) 
(Z)—1)(39— 2)..- (Sy — So +1) 


{ of I : 
So Cia SL Si eee Nain 
(+ Oars ) \ OT 5 a) 


(59> — 50) (Sot 1— 5)..-(S — 90) 


» S250, 


(9) les—esq4 |< 


ou 


ie a 


Le premier facteur du second membre de (5) reste borné dans 
tout le secteur Wp, et, d’autre part, 
’ be : 2. 


ee Get Ge —— 3; 
estoy (ds SURE 
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il résulte donc de (5) que 


2G 


| Cs— C544 | <a td, ds44). 


sin 7, 


Cela posé, soit un nombre positif. Puisque, par hypothése, la 
série Db; est convergente, nous pouvons choisir ny tel que 


s=nr 


Cae é : 
b; < Fqsinn sl m2nZng. 


s=nh 


’ 


En prenant 7 )2 5), on aura donc 
(= ) 


Gui) s=m—lI 


> Das |G a (ds—dsi1) +tdy=tedm<e. C.Q. FD. 


sn See i 


Posons z=o-+ (7. Il résulte du théoréme I qu'il existe un 
nombre réel ) tel que la série (1) converge pour o >A, et diverge 
pour ¢< . Le domaine de convergence est done un demi-plan 
limité a gauche par la droite ¢ = i. Cette droite s’appelle la droite 
de convergence, et h, l’abscisse de convergence. La convergence 
est uniforme dans tout domaine fini intérieur au demi-plans > i, 
car un tel domaine peut toujours étre enfermé dans un secteur po 
de sommet z)=A-+¢, ¢ étant un nombre positif suffisamment 
petit. La série représente donc une fonction analytique, soit F(z), 
qui est holomorphe a l’intérieur du demi-plan ¢ > i. Sih = —o, 
la série converge dans tout le plan, et représente une fonction 
entiére de z; par contre, si elle diverge pour toute valeur de z 
non entiére et positive, nous convenons de dire que \ = oo. 

Si ) est fini et plus grand que l’entier positifz, la série converge 
aux points 1, 2,..., m, situés hors du domaine de conver- 
gence, mais les valeurs de sa somme en ces points n’ont pas néces- 
sairement de rapport avec les valeurs que pourrait y prendre la 
fonction analytique I*(z). 

Sur la droite de convergence = 4, la série peut étre conver- 
gente ou non; mais si elle converge en un point 3, de cette 
droite, le théoréme II nous apprend que la fonction F(z) tend 
vers une limite quand z tend vers 2, 4 l’intérieur de G),, et que 
cette limite est égale a la somme de la série en ce point Zo. Cette 
affirmation n’est évidemment pas possible si 39 est entier positif, 
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et, effectivement, nous allons rencontrer, dans ce cas, des exemples 
de discontinuité trés importants. 


Il. — DEVELOPPEMENTS DE ZERO. SERIES REDUITES. 


50. On peut exprimer facilement les coefficients d’une série de 
Newton, en fonction des valeurs que doit prendre sa somme aux 
points s=1, 2, 3, .../Si nous désignons ces valeurs par F(1), 
F(2),F(3)...,lesa,seront en effet définis par le systéme d’équa- 

? b] s p ¥ 
tions linéaires 
F (1) =a; 
Ei¢2) = Anp— A, 
(6) ] F(3)=a— 244+ 42, 


OCT SCR Oat CCSCE Ce Gi ur aca Wie 


F(n +1) = ady— (7) a,+ (") a,—. 6+ (= 1)" an. 


Ces équations les déterminent d’une maniére unique, et leur forme 
méme montre (!) que 


(7) (—1)sa,= A FQ) SOF Tel Dal auc 


Si Vabscisse de convergence d’une série (1) est inférieure a 1, 
les F(nr)(n=1, 2, ...) me sont autre chose que les valeurs que 
prend aux points rv la fonction analytique F(z) représentée par la 
série, et ona 


(8) F(z) = SAFG)' 


s=0 


Z—1)(Z—2)...(¢—s) 
s! ; 


ou les AF (1) sont les différences de cette fonction F(z). Avec la 
condition 4 <1, les coefficients de la série sont donc entiérement 
 déterminés par les valeurs de la fonction F(z), et ce développe- 
ment est unique. 

En particulier, il n’y a pas de série, dont les coefficients ne sont 
pas tous nuls, qui représente zéro dans un domaine d’abscisse de 
convergence \ <1. 


(1) On yoit dailleurs que ces équations sont des cas particuliers de la for- 


mule (23) du Chapitre I; le reste R,,, disparait en effet pour a==1, z= n-+1. 


104 CHAPITRE VY. 


ll n’en est plus de méme si pSA< p+, p étant un entier 
positif. La fonction analytique F(z) n’est plus nécessairement 
représentée par la série aux points s=1, 2, ..., p, et, dans les 
formules (7), F(1), F(2), ..., F(p) sont, non les valeurs pos- 
sibles de cette fonction, mais les valeurs de la somme de la série 
en ces points. Si, pour établir la distinction, nous désignons main- 
tenant ces valeurs par A,, Ay, ..., A>, les équations (7) s’écrivent 


a; -S e AES (on () | Fiat) 


R= 0 nu=p 


et dans le développement (1), on pourra mettre ces constantes en 
évidence, car leurs facteurs sont des séries convergentes pours > i. 
En effet, le facteur de A, est la série de Newton 


(9) wi = Sem (27'), : 


sO 
ante I . 
dont le terme général est de lordre de <z) et qui converge absolu- 


ment pour ¢ >1. D’une maniére générale, celui de A,,, est 
ao 


eS a 


qui converge absolument pour ¢ >7r-—--1. 
La partie du développement (1) 


(11) A, Wy (2) + Ay Wo(z)+...-+ Ap p(s) 


est done conyergente dans le domaine ¢ > p; en outre, elle doit 
s'annuler aux points z= p-—+1, p-+2, ..., car la série, formée 
par les autres termes du développement, converge pour ¢ >) et 
a pour coefficients les solutions des équations (6), ot l'on annule- 
rait les quantités F(1), F(2), ..., F(), sans changer F'(p-—-1), 
F(p—+-2), .... Nous allons voir d’ailleurs que (11) est identique- 
ment nulle dans tout le domaine ¢ > p. 
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ol. Considérons d’abord W,(z). On a évidemment 


4 
s=n—l 


Seo )=0-3) (ee 


Je 
> 
= 
| 
ae | 
oes 
= 
+ 
~ 
aN 
— 


quand n augmente indéfiniment, le dernier membre tend vers zéro _ 
si ¢ >1, reste compris entre des limites finies pour ¢=1, et 
augmente indéfiniment si ¢ <1. La droite de convergence de (g) 
est bien ¢ = 1, et sa somme est nulle pour ¢ >1. Sur la droite de 
convergence, elle est oscillante entre des limites finies, sauf au 
point z==1 ot elle se réduit a son premier terme, qui est égal a 1. 
En résumé, 


Wi(2)=0 SI o> 1, et Wr CL. 


Nous avons ainsi, au point s =1, un exemple de discontinuité qui 
fait exception au théoréme II. 

Nous voyons’ en outre que la série de Newton peut représenter 
zéro sans que tous ses coefficients soient nuls. Il y a méme une 
infinité de représentations de zéro, comme le montre |’examen des 
autres séries W,.,,(3). D’aprés l’expression (10), cette série, d’abs- 
cisse de convergence h=7r-+1, est nulle pour s >r-—+ 1. Elle 
diverge pour sSr +1, en exceptant les points z=1, 2, 3,..., 
r+1,oulona 

P W41(s) = 0, Sea ee Siege hele Lic 


Wrag(r +i) =. 


Il résulte de ces propriétés que (11) est identiquement nulle 
dans tout le domaine o > p, et prend la valeur A, au point 


a (PSH Dy sping (Oe 


réciproquement, si l’on impose a une série de Newton de s’an- 
nuler aux points p-+1,p+2,..., elle est nécessairement de la 
forme (11). Cette expression est donc la forme laplus générale d’un 
développement de zéro ayant l’abscisse de convergence au plus 


égale a p. 


52. L’attention sur le réle de ces développements a été attirée 
par G. Frobenius [1] et S. Pincherle [2]. 
Le raisonnement du paragraphe précédent nous montre que, si 
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l’on change les valeurs que doit prendre la série (1) en un nombre 
fini de points d’affixes entiers positifs z=1, 2, ..., p,la nouvelle 
série obtenue représente la méme fonction que l’ancienne dans le 
domaine commun ao >), ¢ >p. Sit p,la nouvelle abscisse 
de convergence est le plus grand de ces deux nombres; on peut 
donc modifier le domaine de convergence d’une série en lui ajou- 
tant un développement de zéro conyenablement choisi. On peut 
toujours le diminuer, car il suffit de prendre p >, mais on ne 
peut espérer l’augmenter que si 4 est lui-méme un entier positif p. 
Une telle extension du domaine de convergence, réalisant un pro- 
longement analytique de la fonction F(z), n’est possible que si 
cette fonction est holomorphe dans un demi-plan plus grand que 
le domaine de convergence de la série initiale. 

On voit ainsi que toute fonction F(z), représentable par une 
série de Newton, admet une infinité de développements, différant 
par des développements de zéro, et l’on obtiendra ceux de domaine 
de convergence maximum en identifiant la fonction et la somme 
de la série pour toutes les valeurs entiéres et positives de z situées 
dans le demi-plan d’holomorphie de la fonction. 

D’une maniére plus précise, si p est le plus petit entier positif 
tel que la fonction F(z) soit holomorphe pour ¢ > p, et continue 
a droite au point p, nous appellerons série réduite toute série 
dont la somme est égale a la valeur de la fonction F(z) aux 
points s=p, p+1, p+2,.... Nous entendons d’ailleurs par 


F(p) la 
lim F(p+e), JSS) 
e>0 


Si p> 1, ily aune infinité de séries réduites dépendant encore de 
p —1tconstantes arbitraires A;(s =1, 2,..., p—1). Mais, A étant 
au moins égal a p, et les développements de zéro 


Ay Wy(z)+ AgWs(s)+...4 Ap=1 PY p—1 (2) 


ayant l’abscisse de convergence inféricure ou égale a p —1, toutes 
ces séries réduites ont le méme domaine de convergence. On 
pourra, par exemple, annuler ces constantes; ou encore, il pourra 
étre plus simple.d’égaler A; 4 F(s) en tout point s =s ot la fone- 
tion est encore holomorphe, mais on ne peut songer a améliorer 
ainsi l’abscisse de convergence, qui est déja minimum pour toute 
série réduite, Sik <1, iln’y a qu'une série réduite. 


ie ey 
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IL arrive que l’abscisse de convergence ) d’une série réduite soit 
supérieure a Pentier positif p. En ajoutant a cette série un déve- 
loppement de zéro d’abscisse de convergence inférieure a ), on 
obtient une nouvelle série dont l’abscisse de convergence est encore 
égale 4. Pour abréger le langage, nous appellerons encore série 
réduite toute série ainsi obtenue. Avec cette extension, nous 
dirons done qu’une série (1) est réduite, si l’on a choisi les coeffi- 
cients a, tels que la somme de la série soit égale a la valeur de la 
fonction F(z) pour toute valeur entiére et positive de s supérieure 
ou égale a dh. 


53. Cofisidérons par exemple la fonction 


’ 


nh (@z)) ea 
= 
a étant un nombre quelconque. Si « n’est pas entier positif, on 
peut prendre pour somme de la série aux points z =1, 2, 3, 

les valeurs de F(z) en ces points, et les équations (7) donnent 
alors la série réduite 


(12) 


any (3—1)(4#— 2)...(2—s) 
‘ 


= ONC een eae 


Sh) 

Le terme général de cette série montre qu’elle converge pour 
g >R(a), et, d’autre part, elle ne peut converger pour ¢ < R(«), 
puisqu’elle doit représenter une fonction holomorphe dans tout 
son domaine de convergence. Son abscisse de convergence est 
donc R(a). 

Si est un entier positif p, cette série n’a pas de sens; mais on 
peut choisir arbitrairement la somme de la série au point z = p, 
ou, ce qui revient au méme, le coefficient a,_,. En prenant @p,_,=0, 
on trouvera la série réduite 


sine ere Z—I1)(s—2)...(3—S) 
5p ded (p 1) (p — 2)... (p= —1) 


—p (21) (4— 2)... (= 8) 
Sigal. (p—ni(+i—p)! 
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dabscisse de convergence p, et coincidant en outre avec F(z) aux 
PoimMmts 7s == 1 yey yok 

La dérivation de (12) par rapport a @ donne la série 


1 _ (Z—1)(s—~)...(4—S) 


(s—a) eat OS ee eee 7 


I I [ 
~< ais SO, 0a aint , 
Cai C5) C5 —* 1 


dont labscisse de convergence est encore A(a). En dérivant un 
nombre quelconque de fois, on démontre que toute fonction ration- 


nelle admet un développement de la forme (1). 


III. — CONVERGENCE ABSOLUE. 


54. Les deux exemples que nous avons rencontrés, développe- 
ments de zéro et série (12), convergent absolument dans tout leur 
domaine de convergence. Mais d’autres circonstances peuvent se 
présenter. Considérons, par exemple, la série 


s! 


(13) (aye, a ee ee 


Si==6 


Si|a@|<1, elle converge absolument dans tout le plan. 

Si |a|>1, elle ne converge que pour z =1, 2, 3, ..., et l’on 
a =100, 

Si a tend vers —1, on retrouve le développement de zéro W , (=), 
vA tay Camas 

Enfin, si|a@|=1, et aA —1, trois cas sont a distinguer : 

1° Pour « > 1, la série converge absolument. 

2° Pour o <oS1, elle converge, mais non absolument. 

3° Pour oo, la série est divergente. 


On a done ici}=o, mais la convergence n’est absolue que 
pour ¢>1. De plus, la série diverge sur la droite de conver- 
gence ¢ = 0, et converge simplement en tout point de la droite 
go = 1, exception faite de zs=1 ou elle se réduit a son premier 
terme. On trouve la démonstration de ces faits dans un Mémoire 
célébre de N.-H. Abel [1], mais il sera facile de les vérifier a l’aide 
des résultats des paragraphes suivants. 
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55. Cet exemple met en évidence une circonstance qui ne se 
rencontre pas chez les séries de puissances. Une série de Newton 
peut non seulement converger simplement sur la frontuére du 
domaine de convergence, mais encore dans un certain ensemble 
a deux dimensions intérieur a ce domaine. Il y a donc lieu de se 
demander quel pourra étre le domaine de convergence absolue de 
la série (1). Pour le voir, I. Bendixson [2] démontre que : 


Tutorime UWI. — Si la série-(1) converge absolument pour 
5 = Sp (5 non entier positif), elle converge absolument dans 
tout le demi-plan ¢2 ¢. 

‘ 

En effet, dans ces conditions, | c,| reste borné quel que soit s, et 

Yon a alors 


La convergence de la série =| b,| entraine done celle de 3| bses|. Tl 
résulte de ce théoréme (') que, 4 moins que la série (1) ne soit 
absolument convergente quel que soit z, ou partout divergente, il 
existe un nombre réel » tel qu'elle converge absolument pour¢ >> p, 
mais non pour ¢<y. ha droite =p s’appelle la droite de con- 
vergence absolue. Toute série de Newton posséde ainsi deux 
nombres caractéristiques, l’abscisse de convergence } et l’abscisse 
de convergence absolue ». On a évidemment ASu, et, sih< yp, la 
série converge simplement dans la bande } <3 <p. Ce théoréme 
nous apprend méme que, sur la droite ¢ =n, il y a convergence 
absolue partout on nulle part. Mais suro = d, il arrive que la série 
converge en certains points et diverge en d'autres. 

La bande de convergence simple, qui peut disparaitre, comme 
nous l’avons vu, a, d’autre part, un maximum de largeur. C’est ce 
qui résulte du 


Tutoréme LV (7). — Si la série (1) converge pour 3 = 4p, elle 
converge absolument POUn Ss => oo I. 


(1) I. Bendixson [2], E. Landau [1 ]. 
(7?) N. Nielsen [2], E. Landau [-+ ]. 
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On peut écrire en effet _ 
~~ O 2 
Sol egos SSO oi : 
et, | &s| restant borné par hypothése, il vient 
m mn 
Slool<eMSe;  , 


s=n 7 


or, cette dernicre somme, convergente puisque o> o)+1, est 
infiniment petite avec - . 

La largeur de la bande de convergence simple est done com- 
prise entre o et 1. Nous avons eu, avec W,(z) et la série (12) des 
exemples od n»—A=o0, et, avec la série (13), un exemple ot 
uw —=1. Nous verrons plus loin que, pour la série de Newton 


: ie - oe : 
relative &=—, on a »—A=-- Dailleurs u — >) peut prendre 
I'(s) ‘ 2 : 


une valeur quelconque entre o et 1; c’est ce qu'il est aisé de voir 
en ajoutant l'une a l'autre les deux séries (12) et (13): sioSaSu, 
et |@|=31, @A-—1, on a, on effet mA =a; 2 =, pour la série 
réduite qui représente la fonction 

I 


(i+ @)F+ rea 

56. Quant a ce qui se passe sur la droite de convergence, il 
suffit de quelques exemples pour se rendre compte que des cir- 
constances trés diverses peuvent se présenter. Nous savons déja 
que tout développement de zéro V,.,,(3) diverge sur sa droite de 
conyergence, sauf au point s=r-1. Il en est a peu prés de 
méme pour la série (12). En effet, elle se déduit encore de Videntité 


n—t 


I (s—1)(s—2)...(3—S) 
s— a TD aio ee 


s=0 


(@—-1)(5—2),..44—2n) 1 
(a—1)(*#—a)...(a—n) Ba” 


cas particulier de la formule (19) ($5), et Pexpression de son terme 
complémentaire montre qu'elle diverge sur sa droite de conyer- 


gence absolue. 
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Pour (1 a), avec |a| =1, aA~—1, il résulte de ce que 
nous avons dit quelle converge simplement sur sa droite de conver- 
gence absolue, et diverge sur sa droite de convergence. 

Voici enfin deux éxemples de circonstances nouvelles. Pour la 
série 


y (—1)s Estee DIG pany oe Cla 


(logs)? Siow tl 


yy) 


la valeur absolue de son terme général estasymptotique a si¥a(logs 


d’autre part, on vérifie immédiatement que, pour 3 trés petit et 

négatif, elle est a termes positifs, et divergente. On voit donc que 

u == = 0, avec convergence absolue sur la droite ¢ = 0. 
Considérons de méme la série 


s! 


se Ca) eae oe 
logs Z 


s=2 


sa droite de convergence simple est ¢ = 0, et sa droite de conver- 
gence absolue est ¢—1, et elle converge simplement sur ces deux 
droites, le point s =1 étant excepté. Pour le voir, il suffit d’appli- 


quer le théoréme (') suivant: « La série} (— 1)°9(s) converge 
‘SiO 
oO 


SI BRS) ==) Gi sil'intégrale [ |o"(s) |ds est convergente » qui 
Ss -) 5 e/a 


démontre la convergence sur l’axe imaginaire. 


IV. — L’apscisSE DE CONVERGENCE. 


57. Aprés-les généralités des paragraphes précédents sur la 
nature de la convergence d’une série de Newton, il nous reste a 
préciser la détermination des abscisses de convergence d’une 
série (1) donnée. Nous allons voir, par une succession d’inéga- 
lités, que labscisse de convergence i est égale 4 lun ou lautre 


(1) Acta math., t. XLIV, 1923, p. gt-93. 
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des deux nombres 


lox | Sac 


~ s=0 
x = lim sup ———— 
R— pw log 


eee 


s 


&= lim sup 
eine lege 


et nous demontrerons en méme temps un autre résultat qui nous 
sera utile plus loin. 


1° Si la série (1) converge en un point s=¢-+ /t, non entier 


posiuf, de partie réelle s20, on axSs. 


Posons 
z—1 s! 
ey j Famer” Seer neers LEE e SS 
er (1— 2)(a—3)...(s— 3) 


et appliquons la transformation d’Abel 4 Na;—= Yd;d,. Ul vient 


— 2 Somme —ti 2 ~ =) 
S ‘e) ~~ 
i) Cha es oe a eee by, 
(4a hal s&s ed La (4s+1 SS Za ) am >} v 
SiR Y= =a Vos+) Yo=m+1 
avec 
svt _— a= as on _ 


S- i= 


La valeur asymptotique de @; permet d’écrire 


|-dy | < Gss, \ 


doiy—ads| < Cse—; 


dautre part, Uhypothése de la convergence exprime que 


an 
Yal<e si REN); 
1VooR 
done, sig > 0, (14) entraine 
s=m : sami 
(15) se < Ce ng+ > st—te me 
Sm My S=No 


; me nF 
< Ce (ng+ SS et 
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et, par suite, 


(16) in 


my+«o me 


Mais si ¢ = 0, on passe de (15) a 


Saale S==77— I 


2 <CGef{ 2+ de 5) <2 + osm, 


S=Np s= Ny 


de sorte que 


Ses Ie. 
« aaat as 
SO 


(Wligu) lim — 
m>«o logm 


\ 


Par conséquent, si 420, om aura xSi. 
2° Si la série converge en un point z d’abscisse ¢ << o,onakSo. 
On peut faire tendre m vers l’infini, dans l’équation (14); le der- 


nier terme disparait et il vient alors, 


Va 


S22 eS) 


d’ot résulte 


2) 


— 
loa} 
WY 


Siw f 3 


Gal Gene go-! < Ge (n2— 


rn> 
pour rZ2Nno, 


o 


lim 2~? y G0; 
m> 2 


Par conséquent, si} <0, on aura k Si. 
3° Six est fini, la série (1) converge pour z =x -+ 6, 46 étant un 


nombre positif arbitraire. 
Posons 


ee ee 


€s=(—1)8 


Sip 


et appliquons a la série (1) la transformation d’Abel 


Se ff ras (> Visi) v=n—1 Vv=™m 
f ~~) 
(19) a; ce; = (es == Cs44) G— Cn Ay + Cm+1 ay. 
Sry Sard V:= 0 Vi==0) Vt) 


D’aprés notre hypothése, 


Vie: 


Ve) 


NORLUND 


sat 
»~ OG ; 


(m —1)? 
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on 
a 


Ss 


fS feds es On: 
wg CRAPITRE V. oh a e 
et @autre part, Ss =x + dana ie 
k c AEG”. 
les << S——_ lea Cur] < —om 5 
Res Bess 
go * Ae 
done ' 
pats sa ( yee +i 
~| YY. | m 
N Bye} KE — =. , 
or y= ye x a ee 
: Svea S R 2. : (m —_ 19) 2 


‘ 
: : i 
qui tend bien vers 2éro avec = Par consequent AS x, 


4 Si la limite & existe, la série (1) converge pour z= &-+-4, 
Apphquons encore la transformation d’Abel & cette série, mais en 


mettant maintenant en evidence les sommes © a. IL vient 


. Yes 
s=— mR SS we 2 2 
SS ‘el = 
(20) ace >» (eeu y a+ >> By Om > ay, 
s= A SSawt Y¥=s Y=Sa Yom-+i 
Par hypothése, 
Me ae 
Wal = ~ 
ye <3  \.S 
Yy=eEy 


et, en prenant s== 4-4-9, la démonstration est identique a la prée- 
cédente. Hl en résulte AS A, 
Nous avons ainsi démontreé le théoréme suivant (') : 


Tutonbun. — St UVabsetsse de convergence i de la série de 
Newton est > 0, elle est égale & x, mais si A< 0, on AAS A, 

Ou encore, labscisse de convergence A est Egale A x ou A, sui- 
vant que la série diverge ou aon au point 3 == o, / 


SS. Les deux expressions de A que nous venons de trouver, en 
fonction des @, se réunissent en une seule si Pon introduit les 


* 


(4) Le théoreme analogue poar les sdvies de Dirichlet a été donné par E, Cahen 
et S. Pincherle | 6}. BE. Landau [ 1} a démontré qwil subsiste pour la série de 
Newton, s 
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valeurs de la somme de la série aux Pomtes cies 15.25 Oh eae) 
désignant, comme au paragraphe 50, ces quantités par F'(1), (2), 
F(3), ..., et par F(o) une constante arbitraire, les formules (7) 
donnent l’expression formelle 


nh 
Ay t+ a+... + An = F(0) —(— 1)" A F(0), 


Si }2p2o, p étant entier, on a donc 


(21) A = lim sup jog|A eco)! 


’ 
n—> logn 


et nous savons que les F(s) (s > p) sont les valeurs de la fonction 
analytique“F (z) représentée par la série; on peut également véri- 
fier sur cette expression que la limite est indépendante des valeurs 
choisies pour F(o), et, sip21, pour F(1), F(2), .'.., F(p —1). 
On sait méme que si la série est réduite, et si p21, cette limite ne 
dépend pas de la valeur choisie pour F(p). 

Si A <0, on peut prendre pour F(o0) la somme de la série 


ao 


‘ F(o) = as, 


Qe") 
de sorte que 


c) 


Sass (= AF (0), 


sn 


et la formule (21) est encore valable; mais maintenant les F(o), 
F (1), F(2), ... sont tous des valeurs de la fonction analytique F(z) 
représentée par la série (1). 

Pour déterminer l’abscisse de convergence absolue, il suffit, 
d’aprés le théoréme II, de supposer z réel. On a ainsi une nou- 
velle série de Newton, déduite de (1) en remplagant les a, par 
leurs valeurs absolues, et par suite 


log Mla. 
=m sop si Zag 
SLD dee rags i p2 
log») [as | 
y = lim sup ———7—— si <0. 


es logn 
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V. — TRANSFORMATIONS LINEAIRES. 


59. Le fait qu’en général une série de Newton ne converge pas 
absolument partout ou elle converge, est souvent embarrassant, et 
pose le probléme de la remplacer par un développement qui ¢on- 
verge absolument dans tout le demi-plan de convergence. C’est ce 
que permettent d’obtenir les deux transformations d’Abel utulisées 
au paragraphe 57. 

Supposons d’abord que (1) converge au point z, d’abscisse ¢ 
positive, et reprenons (19) avec n =0: 


St — 1 s=m—t VES v=m—' 


‘ a Pe 5 EBS) SS) 
a 2 oe >) ay, eee a ee) pe > a9 


s=0 s=0 Vi==0) V=0 


si maintenant m augmente indéfiniment, le dernier terme tend 
vers zéro d’aprés la formule (16), ce qui donne le nouveau déve- 
loppement 


- (=) nee 
(23) F(2)= 3) (- = ST TaTE ST = y) 
Ss0' ; Wi 0 
NG, + a,)4 Se 


Soit } Vabscisse de convergence de (1); désignons par i’ le plus 
grand des deux nombres ) et 0. (16), et par suite (23), sont vraies 
pour o>’, et le terme général montre immédiatement que (23) 
converge absolument si ¢ >’, mais non si ¢ <i. L’abscisse de 
convergence absolue est donc , si h20. Sik > o. la formule (16) 
nous apprend méme que (23) converge, sur ¢ =), aux mémes 
points que (1), mais nous ne pouvons l’affirmer si ) =o. 

Admettons maintenant que A soit négatif. Le développement (23) 
est encore valable pour ¢ > 0, mais on peut en obtenir un autre 
a partir de (20). Sin =o, ona en effet 


sm m 00 cs) 


(24) Yeases= F(o) + ¥(—1)s le eee ay cm >) a 


Sea 0 el | Vis: v=m-+i 
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D’aprés la formule (18), lorsque m augmente indéfiniment, le 


NI 


dernier terme tend vers zéro si ¢ > i. I vient alors 


(25) F(z) =F(o) +} (9 pee: a) ay. 


S=1 VSS: 


Cette équation est valable pour ¢ >); elle est méme vraie si A = 0, 
i condition que la série (1) converge au point so. Cette nou- 
velle série admet 4 comme abscisse de convergence absolue; si (1) 
converge en un point de la droite ¢ = 4, la formule (18) est encore 
valable pour ¢ = 4, et, par suite, (25) converge aux mémes points 
que (1) sur cette droite. 

La série (25) est évidemment la série réduite, puisque son 
abscisse de convergence est négative. Elle différe de (23) par le 
développement de zéro 


F(o) W,(s+1), 


Par conséquent, si F(o) 4 0, (23) n’est pas réduite, et diverge 
dans la bande \ScSo. z=0 étant excepté. Mais en ce point sa 
somme est nulle, donc différente de la valeur de la fonction F(z). 
Si F(o) =o, (23) et (25) sont identiques, et leur abscisse de 
convergence absolue est A. 

Remarquons enfin que, si }> 0, la série (23) est toujours 
réduite en méme temps que (1). 


60. Nous appliquerons la transformation (23) ou (25) suivant 
que / sera positif ou négatif, et nous savons que, dans ces deux 
cas, la nouvelle série admet } comme abscisse de convergence 
absolue, et, sur ¢ =>, converge aux mémes points que (1). 

Si). = 0, (25) n’est applicable que si (1) converge pour z = 0, 
et ’équation (24) montre qu’elle converge alors, sur l’axe imagi- 
naire, aux mémes points que (1). I] n’en est pas de méme de (23), 
qui n’est réduite que si (0) = o. Enfin, si(1) diverge pour z = 0, 
(23) seule a un sens, mais on voit, sur (22), qu’elle diverge en 
tous les points de l’axe imaginaire, autres que z= 0, et en ce 
point elle ne représente pas la fonction F(z). 
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C’est ce qui se présente, par exemple, pour la série 


Flay (ea =e =) 


P P I 1 go 
ie © seme 6 Gan Sen es ae ce 
Ipanoes 515 eee 


ou la sommation est étendue aux nombres premiers p= 1, 2, 3, 
5,7, -+-- E. Landau [1]'a démontré en effet que cette série, ainsi 


a he hoo ‘ 

que la série de Dirichlet Y) — —, converge simplement sur l’axe 
imaginaire, a exception de zs = 0 ot elle diverge. La transforma- 
tion (25) n’a pas de sens et la série (23 ) 


ee 


Nie 
Peete 


B(Z—1)(4—2)(z — 3) I i) 


ee 


Biss(3—G I I 
+ Boz BA) Lae =) =k 
5! a 
n’est valable que dans le demi-plan de convergence absolue ¢ > o. 
On a ainsi effecuvement un exemple de série (1) qui converge sur 

laxe imaginaire, tandis que (23) et (25) y sont inapplicables. 


61. En effectuant la transformation (23) p fois de suite, on 


trouvera 


F(z) =S (= (4+p—1)(2+p—2)...(e—s) 


(s+p)! 
cy) 


x [a a as—14 ee Agmg ten eet Revise aa |. 


et il résulte de notre démonstration que cette série converge abso- 
lument pour ¢ >), ¢ >0. 


La transformation (25), appliquée également p fois de suite, 
donnerait 


(26) SH a Weed ae a he Sag toe 


as(P), 


=i) 
ot lon a posé 


as(p) 3 ee omior’ 


Vie=0) 


ys 
LA SERIE D'INTERPOLATION DE NEWTON. 119 
De ce que nous savons, lorsque la série (1) converge pour z = 0, 
on conclut que ; 


Tutonimy. — Si(s) converge pour z= 31 — p(pentier positif), 
la série (26) converge aux mémes points quelle, et, en parti- = 
culier, converge absolument pour 7 >}. 


Dsilleurs, la série (26) n’a pas de sens si (1) diverge pourz—=1—p. a 


t 
ye - 


a 

YL Foxcsiox MASOBANTE. : 

ee : 

62. Poug, qu'une fonction puisse se représenter par Ja série de - ene 
Newton, nous savons qu'elle doit étre holomorphe dans un certain 3! 
demi-plan 7 > ».. Mais cela ne suffit pas, et nous allons démontrer, 
en outre, que sa valeur absolue doit vérifier une inégalité impor- < 
tante, due 4 ¥. Carlson [1]. ; 
Considérons la fonction F(z) définie par la série (1), d’abscisse + 
de convergence 7, Pour obtenir un développement qui converge Fe 
absolument dans tout le demi-plan s > 7, appliquons la transfor- = 
mation (23) ou la transformation (25), suivant que (1) diverge ou a 
converge au point zo. Dans les deux cas, F(z) se représente 2 
par une série de Ja forme ’ 


(27) F(zj= b+), bn ens - ss 


7 
N= 4 


ot, par un Jéger changement des notations précédentes, nous ‘ss 


posons 


et} pe Ie oes) 


; , = 
ae me . 
et off Von a, soit ; 


Yun—t 


(—1)-"1 - 

6,= ——— a. IESE, Sa oe > 

77 = y. 77) 9 23 9s + - 
=¢ 


soit 


(—1 a 
bn= — hy; nw=t, 2, a ose b 


On sait également que Von a toujours 


fog|b,| _ . 
(29) s lim sup fog) Pal =A—1. 


Mp jogn 
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Mais si la série (1) converge en un point non entier positif 
de o=hd, le paragraphe 57 nous permet d’écrire les relations un 
peu plus précises 


lim n1-+ b, = 0, KZ, 
n> « 

; nb 

lim . 5 es Os 
n> logn 


Pour étudier simultanément ces différents cas, admettons que, 
e étant un nombre positif quelconque, on sache trouver un entier 
. . . 4 
positif mo tel que l’on ait 


(30) | bn| <en’+8-1 logyn, Si 2 No. 


Nous supposerons d’abord 6 > 0; on peut alors annuler y sans 
diminuer la généralité. Nous considérons ensuite le cas 6=0, 
v étant positif. 

Ceci posé, pour déterminer une limite supérieure de | F(z) | 
dans le demi-plan ¢ >?., il nous faut voir d’abord comment se 
comportent les c, pour les trés grandes valeurs de n et de | z|. Nous 
distinguerons deux cas suivant que le point z=o¢-+i17=re” 
s’éloigne a linfini dans un demi-plan ¢2L, L étant un nombre 
positif assez grand, ou dans la bande }<a¢<L. Il nous suffira 
Wailleurs largement de prendre 


63. Pour le demi-plan 2 L, étudions, comme pour la série de 
Stirling, le rapport de deux c, consécutits 


(31) E(n) = 


25 if) 


(32) R72) = 


7 
et sa dérivée par rapport an est donnée par 
5 
(33) Rs BD acme Caer LN) 
ry 


Il y a donc une valeur, et une seule, de rn telle que 


e(n) =r, 
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et c’est 
r r? 


ni=-_—_ = -—e 


2 CcOsSv 20 


(33) montre que E(n) décroit dans Vintervalle 1S <27, et croit 


ensuite pour rn > 2n, en tendant vers 1 quand n augmente indéfi- 
niment. En résumé, ona : 


CES 1 pour non, 
Se) <a pour Le n, 


et les termes de la série (27) qui ont la plus grande influence sur 
ordre de grandeur de F(z) sont ceux dont l’indice est dans un 
Pordre de grand de FE t dont Vind td 


certain voisinage de n; en particulier, le plus grand des coeffi- 
cients ¢, est celui dont indice est la partie entiére n/ de n. 


Pour avoir une valeur asymptouque de cy, considérons I’ expres- 
sion de cy, a l’aide de la fonction T 
Zz (a) 


Ye = PES al 
(34) oe Cr Cae 


dans laquelle on peut supposer n non entier, par exemple n= 7. 


Sin différe assez peu de n, on voit, sur 


(35) Z—n=nerw, 


que z—vn est non négatif, et s’éloigne indéfiniment de l’axe des 
nombres négatifs quand r augmente indéfiniment. On peut done 
utiliser la valeur asymptotique (13) (§ 9) de la fonction I, ce qui 


donne 
1 
z Be Magen Ne ea oe 
Jeni<¢| (==) ( n ) ve. 


En particulier, pour n = 7, ona, d’aprés (35), 


Sait 


_ 


& 


= 2,COsig €='", 


et, par suite, 


(36) Jon] < Cyr erh, 
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ou lon a posé 
(33) , U(e) = cose log(a cose) + e sine. 
Liinégalité (36) est d’ailleurs valable pour eg., et, par suite, pour 


tous les cy. Cela résulte encore de lexpression asymptotique 
de T, qui donne 


eg EOE 
— _ =a Re oa R—-= 
ev} | F(s—a+i)T(a) (s— 2) teres 
i CCs— rv’ +1) T(x’) re TS ke 
(s—w’) bg Sa 
en posant nm —r = 4, onaoS4S1, etil vient 
Pie eae nn | 
Cr n 
Cx aS ii. 
# - Q = ais : 0 n 3 | 
. = I—_— 
s—R n 


qui tend vers 1 quand r augmente indéfiniment. 


Fig. 9. 


w 


ms 0 oe 
? 2 


Cette fonction U() joue ici le méme rdle important que la fone- 
tion de méme nom relative 4 la série de Stirling, mais son étude 
est plus simple. Elle est paire, et lon voit facilement qu'elle est 


croissante dans l’intervalle o< ¢< = on a, en effet, 
2” 
U'(e) = sine [— log(2 cose) + e cote], 


et l'on vérifie immédiatement que la parenthése a une dérivée 
positive dans cet intervalle, et est elle-méme positive. On peut 


- 


_ 
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done construire la courbe de variation ci-dessus, dans l’inter- 


Tk 
Valles 
Dae. i 


En résumé, 4(e) est essentiellement positive et varie entre les 


limites ) 


. 


nue 
=e pour — 
2 


et il existe une constante C telle que l’on ait, pour tous les coeffi- 
cients Cp, 


(38) len[ << C Yr ervler, 


64. Les résultats précédents nous conduisent a grouper les 
termes de la série (27) dont les indices sont dans un certain yoisi- 
nage de n, et qui suffisent pour déterminer son ordre de grandeur. 
On y arrive en considérant ceux pour lesquels 


_ fe = I 
4 4. ——— Sn gn (1+ 7). 
\ 7a) vo 


En désignant par n, et r2(n,< 7g) les deux entiers les plus rap- 
prochés gui encadrent cet intervalle, et qui surpassent 7m» dés que r 
est suffisamment grand, nous partagerons donc notre série en 
quatre sommes 


n=No—1 n=n,—1 
Po= : bn Cn, ey = S bncn, 
r= N=No 
7 © 
Py > On Cn; P3= . On en, 
n=n, N=NgHi i 


que nous allons étudier séparément. 
Considérons tout d’abord P,; ona 


n=Ny N=Ng 


[Pol < DY) lonenl<cyrent Si | bal, 


Th n=" 
avec l’inégalité évidente 


Ny 


OD [bl < Ce(me— my) 2? logy; 


N= 
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il vient done 


C 


(39) | otis rAd er(v) n't looyn, 
g 


Pour étudier Ps, remarquons que, sin > no, 


| on] = | engl (m2) E( a+ 1). -E(n — 0), 
et ’ 
: 2 260 25 I 26 
E2(n) <i+ = == I + —— — — 
N Ne n n I n 
Lb Ses 
Vo 
Nate ws /5 
ee 1 2s a Vo, 
n J n 
eae 
o 
on a donc 
/o 
logE(n — — 
SCONES centres 
log[ E(x ) E( me +1) E(n (| << se : - : — + : 
See Saas eee Bix fase ST 
ae 
Seo ee 


et, par suite, 


ee a 
|en| <len,| (3) pour n> 7p. 


En portant cette limite supérieure dans Ps, il vient 


a 3 es Y > Vo 
< ; BVO: 2 +6—-1—— 
Reales y ROG ilcae ny | Cn, | y n PAR OR 
N=Not+1 Tt 


et la série au dernier membre converge parce que ¢2L. En outre, 
sa somme est inférieure a Cl, I, étant ’intégrale 


eo 
(ho) i= ih 2" logva dx, 
Sans 
- 3 x i TaN Ad ee Se : 
tO Ca }— 06 est essentiellement positif. Une intégration 


par parties donne alors 


—a 
Noy y 
ly = —— logY¥ ng + —-y-13 
od o 
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donc la partie principale de I, est le premier terme du second 


membre, et l’on a enfin 
) 


Ce 
(41) | Ps| << —=| en, | nko log’ ng. 
o 


Considérons enfin P,. Pour rn < n,, ona 


le = | Cn, | 
gt Pe) Cre tyes e( ny <1)” 
et : 
; r 26 260 es 26 
iC ia eT = — 1 + CS 
nny n n I n 


=, .-- Sai ; 
7v 7 
/o 
on en déduit 
/s 
log E(n) > wane te 
n+ay/o 


log[E(7) E(m +1)...€(m1—1)] 


j- I J I 
SVD SS SE SS SS 
v Cn ean DAG ee) 


et, par suite, 


aa hae \\" 
er) <A Oa. ———$—— pour n<n7. 
Nyt 2 Vo 
P, satisfait done aux inégalités 
TT gil (I 
ele U5 
(Pals > (Cc eg ee >) (n +2 /c)*? n+2-1 logyn, 
SE 
n= Nog m+ 2 Vs) =I 


el .s1-¥ 2.0, 


U=Ny—A 
(Pil < Geen oe » fe sae V/s)? eed 
(74 “ie Vo) * NR=Np 


Ce | en,| logy m4 mM =\\ou) 
Oo ees (2 +2 /s) ar+6-1 dy, 


Cage Vo)? 3 
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Si A+ 621, cette derniére intégrale est inférieure a 


Vo+1 pla 


mcd f" ease Vs)'? lig se nb (nyt 2 /c) ee 2 /o 
No Vo+1 


Sik+6<1, on peut l’écrire, pour r suffisamment grand, 
ny exif nN, 
[of Tete] = 5 Seer 
No No kVGe 


k étant une certaine constante, et l’on a 


kvo Saas = Pa em 
f Se ao gee ye ( leas 


No 


ny zs Ny > /az\1-A-6 eee 
a (a+ 2 Vs)? w+8-1 da = 313 (+ ay (a2 y/a)\ort8 dy 


kvo kVo 


1-)—6 ue an 
2 (1+ 3) a Cx ao ore! ae 


kVo 
ee Gua Vey Ge 


vo 
Dans les deux cas, notre intégrale est donc inférieure a 


(G) (ny 355) Jc)? ndté 


Vo 


) 


et, par suite, 
Cc 


(42) ea ea == | en, | 22+ logy Ry. 
Vo 
Quant a la somme Po, c’est un polynome en 3; elle vérifie donc 
une inégalité de la forme 


| Po| < Cer, 


quel que soit q positif. () étant positif, nos quatre limites supé- 
rieures peuvent étre remplacées par celle qui figure dans (39), ce 


qui démontre enfin que 
1 - 
r * logy r 


(43) F(z)| < Ce err) —____2 
ct Va (2 cosp)r+8 


pour o2L, 


65. Il nous reste a étudier F(z) dans la bande} +6<¢SL. 
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Remarquons que l’expression (34) des c, peut encore s’écrire 


sinnz T(s+1)U(n—=az) 


A Cy = (—1)r-1 
(44) n ( ) T l'(7) ? 
dou résulte 
| S ie iD & I 
eet es er fee 
|en|< G| sin xz | we a 
1 
ae 
Mais ; ; 
[sinias |e EF I I 
Za ee ees ol eal 


d’autre part, pour n2n, >L, 


' f nv 
par gmx) | qs 


etlVona 


I I Ti 2.6 , 
BELA Mac eek log ey ale Se 


Ue ime Od 


Il vient done 
1 


o+ = 
(45) len|<Gr Fa-FeF@—leDIt1+9.09, 


Or, ¢ restant fini, on a immédiatement 


z= Wi<0(2) 


r—lel=|91+0(2); 


ou 


de plus, 


a ! r2 26 I 1 
—(n—s— - ) log (14+ — —— ) = -(n—so— -—- ) log (1+ -—)+0 
2\ 2 5 ( n? n 2 \ 2 Fe = (1), 


rsin| ¢ | r oh a ae I 
arc tang ———— — arc tang — = arc tang ———___—____ - 
n—s n n(n—o)+resinje| — i 


car 
/ 


1—sin |e] =O (55); 
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par conséquent, 


v 
tare tang = 
L—16 


le ; 
«| aretang — + O(1) 
7 
i 
= raretang > + Ola: . 


On peut done remplacer (45) par l’expression plus simple 
p P p p I Pp 


a+} . 
(46) ben Cir eae sol), 
ou 7 
(47) o(n) = = Nee los ere —rarctang—. 
j 2 2 ea n? TG) 


La dérivée de cette fonction de n est 


qui est essentiellement positive si n > ny >L; done o(n) est 
négative et croissante pour n> 7p, et tend vers zéro quand n 
augmente indéfiniment. 

Cela posé, mo étant choisi de fagon que toutes ces conditions, 
ainsi que linégalité (30), soient satisfaites pour n> 79, on aura 


Co 1 ao 
SS : 5 
(48) y [ROrCr lea Gree oy. re y evin) nr+8-o-1 logy n 
n=No+1 nN=No+1 
1 ra) 
o+ - Eee ; 
ay CNG re eVlx) gito—o—-! logy x dx. 


e No 
Il s’agit d’évaluer la derniére intégrale, qui converge évidem- 
ment, d’aprés l’hypothése « >)-+ 6. En partageant |’intervalle 
d’intégration en trois, par 29 <n, <<», on peut écrire 


i) 


a Thy Ng Co 
eG(x) git+6-o—-1 logy x dx < el) / + eP("s) [ oe i ) 
“No “ny 


“No SARE 
les trois derniéres intégrales étant de la forme (40), avec 
=o N=) SH 


En tenant compte de la valeur principale trouvée pour I,, on voit 


. 
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que Pona 


(49) [ eGl&) gh+6—o-1 loo’ x dx 


“ig 
C . . 
= gee Ges [eglrs) + eG ira) yito—o log’ ny + nd+3—-7 logY ng]. 
¢—h—6 ¢ 


Déterminons maintenant 7, de fagon que 


| evita) = a(n), 
ce qui se réalise avec 
re 


oe 4(o—)) log?’ 


r r? log2r 
. rarctang— = — +0(-=—}, 
4 ry 7 


1 I ie Tee log?r 
—(nmy—o——)log(1+ —) = mo i). 
2 2 n? 224 if 


el, par conséquent, 


ny 


en effet, 


o2 p 
o(my) =— 2(¢—A) logr +O (<e ) 


On voit alors qu'il convient de choisir ny afin que 
e¢(%) — O (log-¢ Pes 
on y arrive avec 
. logr r? 
1 ei DAT = = 
‘ ‘loglogr  2(¢—d) loglogr’ 


qui donne, en effet, 


2 o | +2 Ne et 
9( Nz) = — : + [Css = (A—a)loglogr +0 |S oI. 


2N2e r? 


Avec ce choix, (49) devient 


C p2h-20 = : 
i. pens eng [t+ 726 logy-8 r + 728 logy (log logr 9-8 J 


Ung 


—< 


c— x 


5 p2—20+26 logy r( log logr)o-r-8, 


En portant cette limite supérieure dans (48), et en ajoutant le 


N=Ny 


olynome bn€n, on voit enfin que l’inégalité 
p y ‘ ? 5 
w= 


(50) Cale — evr p2d+26+ 5-0 log’ r(log logr)a->-6 


NORLUND 9 
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est satisfaite dans la bande } + 6< ¢<L, pourvu que r soit assez 
grand. Cette inégalité, rapprochée de (43), nous permet d’énoncer 
les théorémes suivants : 


Tutorzme I. — Ktant donnée une fonction F(s) représen- 
table par une série de Newton d’abscisse de convergence h, st 
est un nombre réel plus grand que), ona 


1 
A+ +E (r) 


(51) | F (a+r ef) (Serb) ng 
I+ Trcosev 


AN 


bw 
HA 
NIA 


Nia 


e(r) désignant une fonction qui tend uniformément vers zéro 


hae Soar pers, fe = 
quand z s éloigne indéfiniment dans langle — . SOs 


Tuitoréme Il. -—— Sz la série converge en un point de la droite 
de convergence s =), ona 
+s 
(53). > Re saree eer oe eee 
Vt+rcose 2 2 


avec la méme condition pour ¢(7r). 


Nous avons méme démontré quelque chose de plus, savoir que 


: - [tT] Pherae. 
(F(z) so e@ a r — *- -log¥e(loglogrj-—*, . ¢Se5h, 


Ww 


Olly ==.0-S Aes Orel Ves st ac. 


Tatorewe HI. — Sz les coefficients de la série (1) salisfont a 
Vinégalité 


ti? 


y as| << Cn logyn, v20, 


Smal 


st hZ0, ou a Vinégalité 


a. as |< Crd logyn, v.20, 


a 


SN <MO ON 
5 1 
Cony ; 
. - r HOLY 7 “ 
F(a-+- rel’) < Gery'") ——.,, S—=ele>" 
Vi-+ rcose 2 
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On améme démontré que 


Sag ht 2A ! E. 
iy EB ae Oa ir e Foevr( lop logryes,  * a SeS L. 
VI. — FOoNcTIONS DEVELOPPABLES EN SERIE DE NEWTON. 


66. Proposons-nous maintenant le probléme inyerse : déter- 
miner le domaine de convergence d’une série de Newton con- 
naissant certaines propriétés analytiques de la fonction qu’elle 
représente. En conservant les mémes notations, nous allons démon- 
trer que 


« 


Sci une fonction analytique F(z), holomorphe dans le demi- 
plans2a, y satisfait a Vinégalité 


(53) | F(a + rete) |< erle) G+ r)8tetr, — 
ou la fonction ¢(r) tend uniformément vers zéro quand 1 
augmente indéfiniment, elle admet un développement de la 
forme (1), dont Vabscisse de convergence est inféricure ou 


r \ uf 
égale au plus grand des nombres (*) 4, 8+ -. 
& o ’ 9 


ll nous faut démontrer que le terme complémentaire R, du 
développement réduit de F(z) tend vers zéro quand n augmente 
indéfiniment. Nous I’étudierons sous la forme de lintégrale de 


Cauchy (24) (§ 6) 


I (2—1)(zs—2)...(%—n) F(C) a 


oe oat (C= H(t 9)... C—oryp C8 


) 


le chemin d’intégration, parcouru dans le sens positif, étant situé 
dans le demi-plan ®(¢)24, et entourant le point z, ainsi que ceux 
des points 1, 2, ..., m qui se trouvent dans ce demi-plan. ll y a 
éyidemment intérét a choisir ce chémin de fagon que le fac- 
(4—1)(4— 2)...(3—n) 
CeO) CG—— ) (hy) 


teur soit aussi petit que possible. 


(‘) F. Carlson [1], p. 53, a démontré un théoréme voisin de celui que nous 
énoncons, mais qui ne donne, pour limite supérieure de l’abscisse de convergence, 
que le plus grand des deux nombres a, B +1. Notre démonstration est, d’ailleurs 
toute différente de celle de cet auteur. 
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Or, quand ¢ s’éloigne a Vinfini, la valeur inverse de ce rapport 
est, au facteur n*~? prés, asymptotique a ce que nous avons 
appelé | c, |, mais dans lequel z aurait été remplacé par  — a. Nous 
savons que si €—a—re”, le maximum de |c,| est |cz|, d’in- 


dice n = 


» ce qui nous conduit a intégrer le long du lieu des 
2CcOsv 


points pour lesquels 
if 
2COSP 


r= 


. 4 
C’est ’équation d’un cercle de rayon n et de centre (—a=n. 
En remplagant ¢ par €-++-a, on peut alors écrire R, sous Pune ou 
Vautre des formes 


, egegl (— 1)” Tin+1—2)T(e+C—n) F(a+) 
COUN Sirs reset eS MMEEO BAS (Zale Ae 
(54° ep ieet I T(rn+1—2)VU—C—2z) F(«ze+) at 
ay) OTL aa Dizi 6 Sas Ces (eae 


le chemin d’intégration élant maintenant un cercle de centre = 2, 
et de rayon n. On a donc, sur la ligne d’intégration, 


C= 2ancosve, 


4 . AC 
el € parcourt cette ligne quand ¢ varie de — Sh 


Comme os >a, on peut toujours choisir n assez grand pour que 
) I J S q 


via 


le point 3 — @ soit intérieur a ce cercle. Si, en particulier, « est un 
entier positif, le point € =o est un pdéle pour la fonction sous le 
signe; on l’évitera alors par un demi-cercle de centre = 0, et 
assez peut pour que F(a¢-+-¢) soit holomorphe sur sa circonfé- 
rence et a son intérieur. 

Notre chemin d’intégration est donc le cercle OCABO, ou, si « 
est un entier positif, la courbe EFCABDE. 

Nous distinguerons encore les points ¢ de valeur absolue supé- 
rieure a logn; nous décomposerons ainsi R, en deux intégrales 


Ry, = Qrn+ Pr, 
Q, étant étendue a l’arc CAB, et P, a Pare BOC ou BDEFG, et les 
points B et C ayant argument = ¢, défini par 


log n 
COS Pp = ——- 
aN . 


e 
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T : ; wane ‘ 
¢, tend donc vers _ quand pn augmente indéfiniment, et l’on a, en 


outre, pour nr >1, 


Sif est un point de arc CAB, remarquons que 


Uie+i1—2)T(atC—n)_ 1 
T(a + C) 


att V(n+1—2) 
he, oan r(n) 


Fig. 10, 


c, étant lexpression (34) ot 2 


z est remplacé par «+ ¢. Mais alors, 
le méme calcul qu’au paragraphe (3 nous donnerait 


d'autre part, 


< C(cosp )1-%, 


dott résulte enfin 


T(n+1—2)T(a+E—n) 
See LG eG) 


ee es 
<Gn* (cose)? 


e—2n cos) (v) 
En remarquant que, sur l’arc CAB, 


dC 
dy 


aD Ils 
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on voit sur l’expression (54) que Q, vérifie Vinégalité 


1 +n 
ees eat : 
lO = Gn? (cose) 7 — e-2neose'b(r) | F(a + 27 cose et)! do. 


En tenant compte de (53), on en déduit 


Boece Pn a ee 
(ROT ee Cnrem ne [ (cose) aT ere hixe 
‘ 0 


Il suffit évidemment d’évaluer 


Vn ea ’n be—-=o : 
ub (cose) z decaf (cos¢) SeSIMCIaY 
Tq 1 
y 


ape 
<o[ (ata) 
logn 


3 
de sorte qu’il existe deux constantes C, et C, telles que 


Beene a—B—e— 5 


|Qn| << Cyn - + G,n%% logn 
e étant arbitrairement petit, on aura donc 


lim On= 0, 
n> © 


. pete ey I 
pourvu que o sort superieur a @ et 6 . en : 

Pour P,,, posons € = +77, et remarquons que & tend yers zéro 
quand rn augmente indéfiniment. Ecriyons done 
T(n+1—2z)T(i—f—a) 

PGi Se) 


_— Tin+i1)(C+a--n) Tin+1—4)Tii+0+ 24)Ta—f—a) See 
—_ T(a+¢+1) T(n+1) Vu+t+n—t—2)l(C+a—n)’ 


ak : I : : 
la premiére fraction du second membre est => ou & serait rem- 
m+1 


placé par €+-a, et le méme calcul que dans le paragraphe 65 
donnerait 
Rhos ast 


I - Dee 4 
| | al Geb 2 nS+% e-#n, 
| Cn-+1 
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Mais 
ern. T oe . [ dogn)? 
en = Sn|—(4—1el)tai=Siaj-+0[O8"*], 


Te 
(log n)s 


oe ah OF 


d’autre part, 


CT(in+t— 2) ee 

eae rs 
Ta+C€+a)M1—C—a) i. 
eer eo =|C+a]<Cr, 


done ona 


T 
st 


| P(n+1 2) Ta—t—2) < Cne-s (4 a logn)!-% et 2 z 


T'(n 4-1—f —«a) 


quel que soit ¢ sur l’are BOC. On aura encore 


| F(a Ze ey ei) | Ea ervsiny (1 Mica r)b+e 
Tw 


1” 
—e 


| 
(1+ logn)8+s, 
et expression (54) donne enfin, pour P,, 
|Pn| < Gne+t-o(1 + log n)8+1-<-« ( is en) 


<Gn%- (1+ logn)8+2-a-¢, 


° : I : 
qui tend vers zéro avec 57 sig > o. 


67. Posons 
log | F(a + re’) | : 


(55) h(v) = lim sup 
r—> 3 r 


Si F(s) est développable en série de Newton, nous savons, 
Waprés le paragraphe 63, que l’on a nécessairement 


A(e)=E4(¢), 


et le dernier paragraphe nous apprend que si 
OSS as hy < (e), — = See 


labscisse de convergence de la série réduite relative a F(z) est au 
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plus égale & a C’est « si F(z) a un point singulier sur la 
droite s = x. Dans ce cas, Vabscisse de convergence est done le 
plus petit nombre ) tel que F(s) soit holomorphe pour > >h. 

Si h(v) = 4(e) pour une infinité de valeurs de ¢, nous n’ayons 
rien a ajouter 4 ce que nous venons de dire. Mais il arrive assez 
souvent que h() n’atteint sa limite supérieure qu’en un nombre 
fini de points, a l’intérieur de l’intervalle, et on peut alors pré- 
ciser la condition de convergence. 

Pour montrer d’abord que cette circonstance est possible, con- 
sidérons la fonction exponentielle 


F(z) tee 


Si |¢—1] <1, la condition (56) est satisfaite, et la série converge 
dans tout le plan; si | ¢—1|>1, A(¢) surpasse | (¢) pour certaines 
valeurs de v, donc } = x. Enfin, si | ¢ —1| 1, on yoit facilement 
que h(e) est inférieur a¢(v), sauf en un point ou les deax courbes 
représentatives sont tangentes. En effet, en posant 


t=1-+ e209, Gia Fe)? 
il vient 
|| = err(Os¥), 
ou 
(0, ») = cose log(2 cos8) — 6 sine. 
T T F ; On 
.Admettons que — A On voit facilement que 76 ne 


; ; Tt Tan 
s'annule qu’en un seul point de l’intervalle — — Q< =? a sa- 


voir § = —¢, ot A(4, ») prend la valeur maximum J(v). On a 
donc A(9, 6) Sb(), Pégalité n’ayant leu que pour 4 = — ¢. Soit 


alors y un point de Vintervalle — FI = et posons 
v(e) = h\(—y¥, &). 
D’aprés ce qui précéde, ona 
B(y) =¥(y), avec plo) < He) 
pour toute autre valeur de ». En outre, on vérifie facilement que 
w= 4) 


Le) =) — 


cosy 
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Cela posé, admettons que F(z) soit une fonction analytique 
holomorphe pour og, satisfaisant a l'inégalité 
| F(a + rev) |< enele) (r+ r)3+e(r) 
dans le voisinage immédiat de » = y, et telle que pour toute autre 
valeur de ¢, on ait 
h(o)< v(¢). 


Le terme complémentaire R, tend évidemment vers zéro, sauf 
peut-étre la portion 


t A) en L 
Qr= nr (cose)*  e-) | F(a + ret) | de, 


7 étant assez petit, et m assez grand, pour que l’are (y — 4, y + 1%) 
soit tout entier sur l’are de cercle CAB. Mais on a immédiatement 
Sr Grbere Near 
1< Gr? He e-(Y(o)-wle] do; 
y= 
comme, d’aprés (57), on a, dans lintervalle d’intégration, 


¥(e) —B(v) > Ge =y)2, 


il vient 
y+" t 
<a Cnnetges [ e— Gn (v—y)? vn de 
oan 
atavn na) 
=C rae): e— 0? dy < Gr-eries f e— Cu? dy, 
—AVn —2o 


qui tend vers zéro sig > 8. 

La série (1) sera donc convergente pour s >a, o>. Il va 
sans dire que ce raisonnement s’applique encore sil y a, a Vinté- 
rieur de l’intervalle — Wns = un nombre fini de points y de 
la nature susdite. En rapprochant ce résultat de Vinégalité (51), 
nous voyons que notre condition est aussi précise que possible, et 
nous permet, dans le cas actuel, de déterminer l|’abscisse de conver- 
gence. Celle-ci dépend uniquement de certaines propriétés analy- 
tiques simples de la fonction F(z), savoir les affixes de ses points 
singuliers, et son ordre de grandeur dans le demi-plan en question. 


Sih (ate s = <, avec h(v) <(v) dans lintervalle — ee aS 


2 
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5 2 a 
le théoréme précédent ne s’applique pas(').Cependant, si 3 +- 3 =o 


le théoréme général du paragraphe 66 nous permet d’affirmer que 


AS- (« +6+ x) 
En effet, 9 étant un nombre positif, (53) entraine 
oe) 
|F(a+o+it)|<Ce* |2|b+e-p, 


et il suffit de prendre p tel que 


a9 = Pi pe 


Nie 


68. Considérons, a titre d’exemple, la fonction 


a® 28, 


Si ja—1|<1,onah(v)<(¢), et la série de Newton converge 
pours>o.z=0 étant en général un point singulier, on aura A = 0, 
sauf si 8 est entier non négatif, dans quel cas A= — o.Sija—ij=1, 
et a4 0, nous sommes dans le cas du paragraphe précédent, et 
est le plus grand des deux nombres ®({) et o. 

Si Bo, cette fonction se réduit a a?, et l'on peut former 
immédiatement son développement de Newton 


io} 
‘ (2—1)(z—2)...(#—s) 
(58) a= ay (arp SOT 
S==0 
L’abscisse de convergence est 4 = 0, si| a —1| =1, a0, mais 
on peut facilement représenter cette fonction par une série d’abscisse 
de convergence arbitraire } = — 9; il suffit de la simple transfor- 
mation 
2--p —I Ls WN. a oh at eS 
ee ak oe ge ee eee 
Ss. 
‘S90. 


Cette simple remarque montre qu'on peut parfois augmenter le 


(1) I serait intéressant d’étudier les conditions de convergence dans ce cas, que 
‘ use ‘ ; 
nous avons di écarter de notre démonstration, » = +: — étant des points singu- 
2 


liers de la fonction Y(¢). 
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domaine de convergence de la série de Newton par le changement 
de variable (s, s-+¢), 9 étant positif. 
Considérons, en second lieu, la fonction entiére 


iT 
(59) F(z) = f {2-1 elf oe? dle, 
25,0) 
v étant un nombre positif. Pour trouver la fonction A(») corres- 
pondante, posons ¢ = e->., Il vient 


Eo) 


F(s)= f e-at+ iy? dt. 
«/0 
Admettons’ pour un moment que z soit >o. On ne change pas 
la valeur de cette intégrale en déformant la ligne d’intégration 


: : x i 

jusqu’a un rayon vecteur d’argument + ee Posons done 6 = n/t g 
I A 

On trouve alors 


ae Co: _ sf (5-8 : ¥ , o 
F(s)= ie e 1 aa\/! Cia f e-8 dé, 
I Yo ey 


ou 


Cette expression montre d’abord que F(z) est une fonction 
entiére. Il convient maintenant d’étudier l’mtégrale de Laplace 


L(a) =f e-8 dé; 


on peut aisément en donner cette autre expression 


be 
aa e—s dé 
Lialaeee woe’ 
0 


valable pour R (x) > 0. En développant suivant les puissances 
décroissantes de x, on trouve le développement asymptotique 


eee Sas Te ; 
L(z) = = » (Serpe G =) ass Se 9 
2 Ves A 2 
‘Sra0) : 
Occ Sie 


valable dans langle — — < arga < 


* ae On a donc, asymptoti- 
t 
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quement, dans cet angle, 


oe I , 
(60 ) Liz) ~—e-~. 
22 
; 3T ec cor : 
Pour ] angle EAI OY eae) remarquons que 
ER ee oe bar i 


L(a)+L(—a)= fe *dg= ye, 


ce qui donne asymptotiquement dans cet angle 


4 


= I 
Lia + —e-’, 
(a) Ynt — 


Si nous revenons a F(z), il résulte de (60) que 


lim 2F (Z)i =, 


Z> 0 


z tendant vers linfini le long d’un rayon vecteur situé dans 
’ Se ae a . ya ain : 
langle -—-n< args < = Mais dans langle - es Sarg. =, Onva 


asymptotuiquement 
Ten Cane 

6 FE sy ye 

(61) (6) ~ ee 7 é 


En prenant alors 
Kari — ane ae Ge 


e étant un nombre arbitrairement petit, ona 


T 
h(e) =o mee fas 


vla 


Par conséquent, si ¢ est positif, h(v) << 4(e) dans langle 


et la série de Newton qui représente F(z) converge pour o > x; 
4 F pees Tee aes 
au contraire, si ¢ est négatif, h(-)>(—), et la série diverge 
2 E 2 
pours < — ny. Elle admet done labscisse de convergence A= —ny. 
Soit w un nombre positif. On déduit de (61) que 
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done F(ws) admet un développement de Newton 


0 


F(w3z) =) PG eYEG! SER Lot Oh 


s] 
ss 6 


4 


dabscisse de convergence — ~t. Par conséquent, la fonction I*(z), 
) 


définie par Vintégrale (59), se représente par la série de Newton 
8 ’ | I 


. rae 
dont V’abscisse dé convergence (') est — =*. On peut done pro- 
* Ww 


longer analytiquement la fonction dans tout le plan en prenant w 
suffisamment petit. 


VIII. — PrROLONGEMENT ANALYTIQUE. 


C9. Les deux exemples que nous venons de donner montrent 

que les deux transformations linéaires (sz, s-+ 9) et les =) per- 
N 

mettent parfois d’augmenter le domaine de convergence de la série 

de Newton. D’une maniére générale, considérons une fonction F(z) 

holomorphe pour ¢2z2, et satisfaisant a la condition (53). Nous 

savons quelle est représentable par une série (1), convergente 


pour s >a,¢>6+ “. o étantun nombre réel, formons la fonction 
| F(t) ee 
En posant ee 0, (53) entraine 
|F,(a + re) | <ervle) (1+ 7r)B+e, 
et F,(z) est holomorphe pour s24a; elle admet done un dévelop- 


pement de la forme - 
Fie) =) ("5"), 


S=0 


(7) Cest-a-dire que la série conyerge ou non suivant que 


TY TY 
Or ae o<— 
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. -” L 2 . 
qui converge pour o> 2, ¢ > 8+ s Cest-a-dire que 


(62) Fay= >, bu ee 


s—=0 


et cette série converge pour o >a, ¢ > B+ “ —o. On peut donc 
choisir 0 de fagon qu’elle converge pour +> #. (62) subsiste dail- 
leurs si p est complexe, mais alors o doit étre remplacé, dans les 
inégalités, par sa partie réelle. 

I] nous suffit de supposer ¢ réel. Soit a, le plus petit nombre tel 
que I'(z) soit holomorphe pour (') ¢ > a, et soit i, labscisse de 
convergence (?), de (62). Si a est suffisamment grand, la fonc- 
tion F(z) satisfait a une inégalité de la forme (53). @ étant fixé, 
cette inégalité est satisfaite pour certaines valeurs de 8; nous 
désignerons leur borne inférieure par p(a). 

u(a) est évidemment une fonction non croissante de @, et con- 
tinue dans tout intervalle ou elle reste finie. Diverses circonstances 
peuvent alors se présenter : 


1° 2( a) =— o pour % 75 on a dp = % quel que soit oO. 


\ 
précise en choisissant « de fagon que 


2° u(2) est finite pour « > . Nous aurons l’inégalité la plus 


3 


p(x) bo a 


Le premier membre étant une fonction décroissante de a, cette 
équation définit % comme fonction de o. La fonction a(o) est 


‘5 . I 
décroissante pour 0 < P(%o) = > — %, et tend vers a quand p 
I 5 ri ye 
tend vers p.(%) + 5 0 De la comparaison des expressions (51) 
et (53), on conclut que A, + -2 (a) — 9, et, par suite, 


E L 
aCe) —= tsp Sa) pour 0 < p(a%)-+ Sn 


I 
\o= ao pour 0 2 2(%) + se 


Si la fonclion est. entire, on aura %) = —o. 
C’est-a-dire que la série (62) converge ou non suivant que o> )¢ 
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En prenant 9 suffisamment grand, la série (62) sera done con- 
vergente dans le plus grand demi-plan oa F(z) est holomorphe. 

3° Admettons maintenant que p.(%) ne soit pas bornée supérieure- 
ment pour a2). Il existe un nombre «,2«, tel que, pourgZa, +e, 
F(z) est holomorphe et p(c) est finie, alors que Pune au moins 
de ces conditions cesse d’étre satisfaite pour ¢2a,—e¢, quelque 
petit que soit le nombre positif e. 1.(#) peut tendre vers une limite 
finie ou vers Vinfini quand @ tend vers #, en décroissant. 

Dans le premier cas; on trouve de la méme facon que précé- 
demment : 


. 2 I 
a(oy—1S ApS e(9) pour Pi 6) ee oy 
Ap= % pour 92 p(aj+o)+ . = 64). 
Quel que soit , (62) diverge dans la bande a <¢< 4%. 


Dans le second cas, la fonction décroissante «(o) tend vers a, 
quand o augmente indéfiniment, et l’on a toujours 


a < Ap Sa(e); 


A, tend donc vers a, sans jamais l’atteindre, 
Diverses autres circonstances peuvent se présenter. Posons, 
comme plus haut, 


log | F(a + ret) | 
"5 


(63 ) hg(e) = lim sup 
V—> oo 


» Tw Tw 
Si hy (= =) <5 pour a>, u(%) est constant pour %> 2; 
car sia, <a’ <a", les valeurs de 6 relatives 4 2’ et a’ ne pour- 
raient différer que du fait des points 4 infini de la bande a! S¢ < «’, 


Tv : 
pour lesquels on avy= + -. » étant cette valeur constante, «(0) 
ay \ 


se réduit a la fonction linéaire 


1 
: Cat ies 
et Yona . 


Z I 
P= Sigs =o pour Pe oh 


I 
Mo= hy pour 92 p+ a ote 


Si de plus ha(v)< U(v), en exceptant un nombre fini de 
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points y de la nature indiquée au paragraphe 67, il résulte de 
analyse de ce paragraphe que 


Ao = U— Pp pour o<uU—%, 


Ao = 4 pour o2up—%. 


La série (62) diverge, quel que soitp, dans la bande 4% <¢< 4, 
et pour obtenir le prolongement de F(z) dans cette bande, nous 


3 


allons avoir recours a la seconde transformation (s, = 
6. 


70. Soit @abord w positif et plus petit que 1. Il résulte de la 
définition de ha(v) que 


| F(a t+wr ev) | xe eor[halv) +s], 
et, pour 4 >4¢,, ona 
hale)S¥(v) (= Fs0s7). 
U(») étant positif, il en résulte 
ohy(v) << v(e), 


le signe d’égalité étant exclu. F(wz) admet done un dévelop- 


pement de la forme 


3 < Ay + z . 
nverge pour ¢ >—- En remplacant z par — 
qui converge | Ee; placa par —» on voit done 
que toute fonction representable par une série de Newton 
admet a fortiori un développement de la forme 


C3) a 

e—i0) 
et ce que nous venons de dire montre que l’abscisse de conyer- 
gence A(w) de ce développement est une fonction non décrois- 
sante de w, avec 


(65) My SA(w) Soy SA(s). 


~ Quand w tend vers zéro, 4(w) tend done vers une limite supé- 
rieure ou égale A %, et cette abscisse limite se rattache a une 
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propriété analytique-de F(z). Considérons cette fonction sur une 
droite R(s)=c. Sic est assez grand, ona 


. | F(o +it)| = O(e*!71), 


et la borne inférieure §(¢) des nombres &, pour lesquels cette 
équation est satisfaite, est comprise dans |’intervalle (') 


(66) oSE(o)S= pour Gl che 


ng BPP trea ore T Tt 
La derniére de ces inégalités résulte de (= =) = 5 et la pre- 


nuiére est une conséquence du théoréme de E. Phragmén et 
E. Lindelif, dont nous avons fait usage dans le paragraphe 18. 
Dans lintervalle %#)<a<a,, &(c) n’est pas nécessatrement 
bornée, et il existe un nombre 2, avec o% So, Sa, tel que, 
pour ¢2a, +e, F(z) soit holomorphe et §(c) soit bornée supé- 
rieurement, l’une au moins de ces conditions cessant d’étre remplie 
pour ¢24,—e«, quelque petit que soit le nombre positif «. 
Si a, = %1, \(w) =a, quelque petit que soit w, et notre transfor- 
mation ne sert a rien. | 
Supposons done «, <«,. Par définition, §(c) 2 en un point 


au moins de l’intervalle «,—eSoaSa,. Il résulte alors d’une ana- 
lyse due a E.. Lindeléf (?) qu’il existe un nombre § tel que la 
fonction E(c) est positive, décroissante, continue et convexe 
pour 4, <¢<f, tandis qu’elle est constante pour ¢ 2 §. 

De la non-croissance de €(c) et de sa continuité, on déduit 


E(a) 2 pour Oy © ei 


Nia 


E(a1) ae 


via 


(1) Dans le premier exemple du paragraphe 68, §(c) est une constante, qui 
peut, d’ailleurs, prendre une valeur quelconque entre ces limites. Dans le second, 


on ala) = — ra > et 4, =— Ty. 


(*) Quelques remarques sur la croissance de la fonction €(s) (Bull. Sc. 
math., 2° série, t. XXXII, 1908, p. 341-356). 

G.-H. Hardy s’est servi réecemment de cette analyse dans un cas peu différent 
du notre : The application of Abel’s method of summation to Dirichlet’s 
sertes (Quart, J. pure appl. math., t. XLVIL, 1916, p. 178-180). 


NORLUND 10 
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En désignant par ’ le plus petit des nombres @, et 6, on aura 
donc 


et, dans l’intervalle a, << ¢< a’, £(@) est décroissante jusqu’a 


215 
2 


E(a,) = 


Si a, <4, &() reste constante et égale a : pour ¢ > 2,. Mais 


si a, = %,.< 8, €(c) décroit encore dans Fintervalle «, <<¢ < 8, 
et, pour ¢2 8, elle reste constamment égale a (8) avec 


£(8) peut d’ailleurs avoir une valeur quelconque dans cet inter- 
valle. Si 8 = 0, E(c) est toujours décroissante. 
I] résulte de notre analyse que l’équation 


(67) BNO) aa a? o<mwcl 


détermine uniquement ¢ comme fonction de w. £(c) est définie 
pour «2 a), et, quand o décroit et tend vers =,, elle tend vers une 
limite €  finie ou non. En posant 

0 


IV 


wT 
Oo = 2Eo oO, 
on voit qu’a chaque valeur de w dans lintervalle wg << w <1, cor- 
respond une et une seule valeur de o dans l’intervalle «, << 7< @’. 
Ces préliminaires posés, reprenons la série (64), et déterminons 
son abscisse de convergence \(w). Pour fixer les idées, supposons 
quelle converge pour w = 1, et que a, <a,. Sig >a, ona donc 


he (P)EY(e) pour Sere 


Soitw) << w <1, et soit oy la valeur de o définie par Péquation (67). 


. 4 Tv . . a0 
Sig > o, on a(t) <>, et il existe un nombre positif e tel que 


(so-8)it1 
? 


|F(o+it)|<e 
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- 
7 


pour toute valeur de- 


suffisamment grand. On en conclut que 


v(e) 


163) 


ho(e)< 


Sl io} ae Tay, 


et, par suite, que (64) converge pour ¢ > a,. Par contre, sig << oy, 


- \ n oop 
on a 2(s) >=» et lon peut trouver un nombre positif ¢ tel que 
(= +8) tire 
LEqa+ ix)l>e” 


pour une infinité de valeurs de |z] indéfiniment croissantes ; 
) C , ec I , ’ | ~~ — ‘i 
done hg(v) surpasse —(¢) en l'un des points ¢ = = 57 et (64). 
diverge pour ¢< oy. 
. “ 
Par suite, 
X(w) = Fy) 


pour toute valeur w de Vintervalle wo <<wo<— 1. Quand w tend 
en décroissant vers 9, 4(w) tend vers a). 


Enfin, si o< << w», la non-décroissance de }(m) entraine 


A(wW)SA (wo) = &, 
et, comme, par définition, (64) diverge pours <4,, ona 
INN oe pour 0 < w Sw. 


La fonction?) (w) est done entiérement déterminée par l’équation 
715) 
E[A(w) ] aca 


et les propriétés de la fonction § montrent que A(w) est croissante 
et continue a l’intérieur de Vintervalle wy << wo <1. Mais elle est 
discontinue pour w = 1, car elle tend vers a, quand w tend vers 1, 
et nous avons vu qu’en général 


ct aT) = Re 


Par conséquent, quand w décroit a partir de 1, labscisse de 
convergence /(w) fait d’abord un saut brusque, puis décroit con- 
tinuellement jusqu’a ce que w atteigne wo, et enfin reste constante 
et égale a a, dans l’intervalle 0 << w Sw. Si wo =0, la limite «, 
n’est jamais atteinte. 


Nous avons supposé que la série diverge pour w >t. Mais. il est 
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clair que cette hypothése n’a rien d’essentiel et peut étre sup- 
primée. Il suffit d’ailleurs de multiplier z par un nombre positif 
pour remplacer le point w =1 par un point quelconque w, sur 
laxe positif. 

En résumé, si la série (64) converge pour une valeur posi- 
tive de w, elle converge pour toute valeur positive de w inférieure 
a un certain nombre (') w,, mais diverge pour w >w,. Dans 
Vintervalle o< w<,, l’abscisse de convergence A(w) est ane 
fonction continue de w, dont la valeur précise résulte de cerlaines 
propriétés analytiques simples de F(z). Elle est, au contraire, 
discontinue au point w,, etle nombre non négatif A(w,) —A(w, —o) 
peut étre infiniment grand. )(w,) n’est pas un nombre caracté- 
risuque de F(z); relativement a ce nombre, nous avons di nous 
borner a indiquer certaines inégalités, d’ailleurs assez resserrées, 
et l’on ne peut probablement pas aller plus loin. 

Quand w décroit vers zéro, }(w) tend vers #,, qui est un nombre 
caractéristique pour la fonction F(z). En prenant le nombre 
positif w suffisamment petit, la série converge dans tout demi- 
plan o >a ot la fonction est holomorphe et d’ordre fini. Donec 


Pour qwune fonction F(z) admette un développement de la 
forme (64), tl faut et il suffit qwelle soit holomorphe dans un 
certain demi-plan ¢ >, ety satisfasse a Vinégalité 
(68) | F(z) |< Ce*a|, 

k étant un nombre posittf. 
En effet, la convergence est assurée en prenant w tel que 


kw <log2<sv(¢), 


yee ea peealie 6 Le ees 
et, réciproquement, elle entraine Vinégalité (68) pour ’ > eat 


IX. — LINTEGRALE DE LAPLACE ET LA SERIE DE NEWTON. 


71. Etant donnée une série réduite 


“abe ~ aN? Z—1)(3—2)...(3— n) 
(69) F(s)= SARa)Y ) ) : , 
ni 
0) 
(1) Si w, =~, (64) converge pour toute valeur positive de w. Pour qwil en 


soit ainsi, il faut A(y) So, evil suffit que h(v) <0, 


a 
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d’abscisse de convergence 4, la fonction F(z) qu’elle définit dans 
le demi-plan ¢ > ) se représente par une intégrale de Laplace ('). 
Considérons la fonction génératrice de la somme de cette série 


: = Ry 
(70) gy= yo”, 


tr 


nrn=V 


ot F(o) estremplacé par une constante quelconque, si ce symbole 
n’a pas de sens (?). D’aprés Pinégalité, déduite de (51), 


| F(n)| <2tnds, 


la série gui la définit converge 4 lextérieur du cercle | ¢| = 2; elle 
diverge, en général, 4 Vintérieur, mais la fonction 9(¢) est holo- 
morphe dans une partie de ce cercle. En effet, on peut la pro- 
longer analytiquement en appliquant la transformation d’Euler a 
la série (70), 


AF 
(71) - 9) =Flo) + a; 


et, comme la convergence de (6g) entraine 
| n ! = 
A F(1)| < ne, 


la série (71) converge a l’extérieur du cercle | ¢—1|=1, et est 
d’ordre au plus égal 4A +1 sur ce cercle. 
Cela posé, remarquons qu'il résulte de (58) que 


aa 3-1 dt B—1 

a a 

d ont (G14 jeri n ; 

la ligne @intégration étant un petit cercle entourant ¢= 1, et par- 
couru dans le sens positif. Sis > 0, on peut déformer ce chemin 
et le remplacer par une courbe L, partant de l’origine, entourant le 


cercle | é—1|=1, et se fermant a l’origine en un point anguleux 
dont aucune des branches mest tangente a ce cercle. 


(1) Cette intégrale a été envisagée par S. Pincherle [5], et F. Carlson [1]. 

(2) Rappelons également que, si A>1, les valeurs F(7) (12 2<A) de lasomme 
ne sont pas nécessairement les valeurs de la fonction en ces points, et peuvent 
étre choisies arbitrairement sans que la série cesse d'étre réduite. 


150 CHAPITRE V. 


Si nous supposons maintenant ¢ >o, ¢ >> A-+1, nous pouvons 
multiplier les deux membres de (71) par ¢#~', et intégrer terme a 


terme le long de L, ce qui donne 
i 


Ne eee Z—1¢s ‘ 
(73) Eee se o(t) dt. 


Kt inversement, toute intégrale de cette forme, ot o(¢) est holo- 
morphe a l’extéricur du cercle |¢—1|=1, et d’ordre fini sur ce 
cercle, admet un développement en série de Newton. 


a 


I] existe un rapport trés remarquable entre l’abscisse de conver- 
gence de (6g) et ordre de la fonetton (~'9(¢). En appliquant la 


oo 


. ‘ F(n) 
transformation d’Euler a >; jaar» on trouve, en effet, 


i= 0 


e(t) wo AF(o) 
noe 27 Gane 


a0 


: ; f : t 
et la formule (21) exprime que l’ordre de la fonction _ sur le 
cercle |t—1|=1 est toujours égal ah-+ 1. Il est souvent plus 
facile de déterminer l’abscisse ) & Vaide de ce théoréme que par 


Pégalité (21) elle-méme. 
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72. Cerésultat nous permet d’affirmer que l’intégrale (73) con- 
verge sia >A, ¢ >—1, mais elle peut converger dans un domaine 
plus étendu. En effet, sa convergence ne dépend que de l’ordre 

~ (t) : ’ 
de —— au pot ¢=0, sur lé cercle,|¢—.1)==1, et si cet ordre 
est 25-41, la convergence a lieu pourvu que s > ly, ¢ > —1. Or, 
on a évidemment /) 5A. On peut aussi s’affranchir de la condi- 
tion ¢ > —1. En effet, si} <0, ona 


‘ i.) 


F(o) = (Hy APC, 
n=0 
et il résulte de (71) que 


« 


lim t= 0, 
nt) o 


quand ¢ tend vers zéro le long de L. Si, en outre, A< —1, ona 


ao 


(—1) =H Horney Arc, 


720 
et la dérivation de (71) donne 


hm 9/(¢) =— F(—1), 
t>0 


t tendant toujours vers zéro le long de L. D’une maniére générale, 
sl —p—1tSA< — p<, on peut former la valeur de la fonction 
au point 3 == — p 


ean -¥ (ye Se =P) H), 


n=0 
et, par p dérivations successives de (71), on vérifie que 


lim oP) (¢) =— p!F(—p), 
t>0 


t se déplacant sur L. D’autre part, (p +1) dérivations successives 


de (74) donnent 


glen (t) = (— reste) CEO PAK (0) 


n=0 


ey ee vi) 


(t Ss y)Pp+1 


(v= =20) 
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ces deux séries sont respectivement d’ordre } +p—+2 eth-+-p-+1 


sur le cercle | ¢—1]|==1, donc 
(75) lim t+e+P+l o(P+1) (£) = 6, 
ss ; t>0 


I] résulte de la que, au voisinage de ¢=o0 et sur la courbe L, la 
fonction O(c) peut se mettre sous la forme 


=P 
(76) ()=—»>, mF(—n)+ O(t* £), 


w= 4 


Cela posé, nous pouvons remplacer l’intégrale (73) par 


n=p 


(77) Fis)= fie | ot) +R oercn)| ae; 
2Tl, L : 
n=y 

pour ¢ > —1, les deux intégrales sont identiques; l’intégrale (77) 
représente donc bien la fonction F(z), mais elle converge 
pour s >). Si 40, —1, —2,:...,—p, on peut intégrer 
(p-+1) fois par parties; on obtient ainsi 
I (—1)P+! 


f 12+P o(P+1)(t) at. 
Ohl s(S-1)s3(6 2 P) ap ¥ (t) at, 


(78) BZ) = 


et cette intégrale converge encore pour >i. 
Si, au contraire, Aest positif, avec p —1 <( h< p, nous pouvons 
supposer F'(o0) = 0, et la série (69) choisie avec 


EC MER MOM ae ener 
On a alors 
Fn) wv AF(o) 
9) = Dirt 2 Geanyen? 
n—=p n=p 


et, en intégrant p fois, on obtient la série 
n+p 


s I 
= (—1 amt IC 
ent) toe: 1) (nha)... (ap) (1) 


n=S9 


avec 
aPop(t) _ p(t) 


adtP me 


Sig >i, on peut intégrer p fois par parties dans l’intégrale (73), 
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et il vient 


(<1) 


200 


(79) F(s+p—-i1)= &(e+1).. .(4-p—1) a tel y(t) dt. 
ha YP 

Suivant que A est positif ou négatif, on peut se servir de l’expres- 
sion (79) ou de (78) pour obtenir une fonction majorante relative 
ala fonction F(s). U suffit d’ appliquer a ces deux intégrales un 
raisonnement Satay a celui des paragraphes 37-46, et de 
remplacer la ligne L par la circonférence du cercle | t—1|]=1. En 
posant 


t= 1-4 €200, s=re, 
nous savons en effet que 


| 13 | = erh(9,e) , 


avec, dans l’interyalle d’intégration, 


Ne v, ) = v(e), 
LEO = py Uie ve Oe: 


Par une analyse assez longue, on peut ainsi retrouver l’inéga- 
lité (51). 


73. On peut encore déduire de l’intégrale (73) les transforma- 
tions linéaires dont nous avons parlé dans les paragraphes 69, 70. 
Pour la transformation (z, 3+ 9), nous nous bornerons au cas 
ou p est un enuer + p, posit ou négatif. On peut en effet écrire 
la série (70) de la maniére suivante : 


(Phy he 


g(t) =— >; Baye pee ee), 


Ip haaers| Re 


ou les F(—n) sont les valeurs de la fonction F(z), ou, si ces 
symboles n’ont pas de sens, des constantes arbitraires. En appli- 
quant la transformation d’Euler a la derniére série, il vient 


o(t)= Lay Fenny SPCPED, 


Te n=0 


ce développement, substitué a ¢(¢) dans (73), conduit, par une 
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intégration terme aterme, a la série 


(80) F(s)=SAr—p+(**2~"), 
n=0 § 


dont l’abscisse de convergence i, est donnée par 


log p)| 
 Neragence rete ata : 
(81) p+Pp lurstp cen 
On aurait de méme 
n=p 
9(t) +> F(— n) t” Y. 
(82) wan A ES Pi) 
tp+1 (t— (f—a)PFi2 
n=0 
dont Vordre sur le cercle |¢—1|=t est égal, d’aprés (81), 


Ap+p +1. Lordre de i ) sur ce cercle étant }-+1, on voit donc 


que 
epee 


On peut aisément indiquer des conditions moyennant lesquelles 
on a nécessairement A, < i. En effet, si 7) +1 et J»-+ 1 sont les 
ordres de + = et de la fonction (82) au point ¢=o, le méme 


raisonnement donne 
ln ly + p. 


On a évidemment /, <>, et, si ’on suppose en outre J) << h — p, il 
vient 
lp ti<rk+1, 


c’est-a-dire que Vordre de la fonction (82) au point ¢—o est 


o(t) : 
inférieur a ordre de —}— — sur le cercle | ¢ —1| 1. Par conséquent, 


ces deux fonctions admettent le méme ordre sur ce cercle, ce qui 


revient a dire que 
i Xr —— Pp: 


Si l)< i, notre transformation augmente done le domaine de 
convergence de la série de Newton; mais si /, =, elle peut l’aug- 
menter ou non, suivant la nature du point singulier t = o. 
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La transformation inverse s’obtient en écrivant la série (70) 
sous la forme 


LW (r) _ F(in-+p) 
(o=> tr “in =» qr . 


n= 0 r=1 


Par-la transformation d’Euler, il vient 


n =p 


oO 2 
F On F(n Le Ep 1 
wad Be (p +1) 


fie 7p (¢— "41 2 


* A.=0 a= 


et ce développement donne, dans (73), 


“ 
) 


Se EG 84 NON EL < 
(83) F(2)=>) ( a )AF@+o, 
n= 


* 


dont l’abseisse de convergence )_» est fournie par 


ae Sy ah 
p—P = limsup Se 
La fonction ¢?-'o(t) est alors d’ordre }_p—p-—+1 sur le 
cercle |é—1|=1, et, par suite, 


ASh_pSd+ Pp. 


Notre transformation diminue donc en général le domaine de 
convergence. 


On peut encore déduire de l’intégrale (73) la transformation 


Seas: ZB 
linéaire (<, ) - Posons, en effet, 


«\ 
» 
Ne 


avec o< wo <1. L’image du cercle |¢—1|=1 est, dans le plan 
des §, une courbe fermée, symétrique par rapport a l’axe réel, 
qu’elle coupe aux points €=2, =o. En outre, elle admet a 
Yorigine un point anguleux, d’angle cw, et peut étre enfermée 
dans un secteur circulaire d’angle aussi petit et de rayon aussi 
voisin de 1 que l’on veut, en prenant  suffisamment petit. 


1 
0 a) est holomorphe a l’extérieur de cette courbe, done a fortiori 
sur le cercle | —t|=1, l’origine exceptée. 
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Avec cette nouvelle variable, lintégrale (73) 's’écrit 
Epeey ie 
8 Pisa f @ (.%s) dz, 
(84) (4) eT e\e'/) ae 


le chemin d’intégration pouvant étre, d’aprés ce qui précede, une 
courbe L du plan des €. Cette derniére intégrale est donc repré- 


one & nid saa 
sentable par une série de Newton en —, c’est-a-dire de la forme 
Ww 


oF 


(85) Fils) Do, ag ae 


s! 


s=0 


Rappelons que l’abscisse de convergence \(w) de cette série, 
supposée réduite, est inférieure ou égale a , et méme a dp», et 
cela quelque grand que soit p. L’intégrale (84) permet de le véri- 
fier aisément pour } > o. En effet, dans ce cas, de ce que l’ordre 
de i-'o(t) est“h-+1,’résulte lim 7)t¢9(¢) =o le long de L, 


: E t—>0 
c’est-a-dire que 
1 
A+6 ( 3) 
+4 w® 
limé @ ee é = 05 
E>0 f 
ha 
et, par suite, lordre de EA (e°) sur le cercle [§ — 1 | 21, quinse 


confond dailleurs avec lVordre au point =o, est au plus 


K(w) 


103) 


: ae 2 : é 
égal a— +1. Cet ordre étant d’autre part égal a 
; Oo 


bien \(w) SA. 


De méme, si hp > 0, on a, par définition de ip, 


Sos, Oly 2 


P 

5 ~}. 

Jim ¢Ap+? t)— » F(—n)t" | =0, 

ae 9(¢) > Cau) o 
pri | 


ce qui entraine lim ¢’r**o(¢), et le raisonnement précédent peut 
C——=() 


étre repris pour 4); on yérifie done également que \(w)S Ap. 
Remarquons encore que 4(w) ne dépend que de l’ordre de 


E19 (>) 


au point €—o, et, comme cet ordre est non croissant lorsque w 
décroit, il en est de méme de ).(w). 
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74, Lorsque } = —, la fonction F(z) est entiére, et (76) 
nous permet d’écrire 


n=p 
9(t) =-») F(— n) t® + O(tr+), 
r= 1 
quelque grand que soit p. Mais cette série ne convergera pas en 
général, et lon peut seulement affirmer qu'elle représente 
asymptoliquement o(¢) au voisinage de lorigine et sur les 
courbes L, c’est-a-dire. dans un angle douverture inférieure 
am. Cependant, si o(¢) est holomorphe au point ¢=-0, la conver- 
gence a lieu, et l’on peut écrire, au voisinage de ce point, 


“ 


. (86) e(t) =-)> E(—n) tr, 


n=4 
La seule hypothése que o(¢) est holomorphe a Vorigine permet 
= ‘ 


de déformer le chemin Vintégration L de maniére a laisser ce 
point a gauche. 


Dans Vintégrale (73), la fonction sous le signe est alors holo- 
morphe le long de L, done F(z) est entiére, et satisfait & une 
inégalité de la forme 


(87) PE were bs ef, 


pour toute valeur suffisamment grande de r. Cela posé, si } = — 0, 


nous sayons que 9(¢) peut se représenter par la série (86); et si d 
est fini, la transformation linéaire (80) donne ici hp=h — p; par 
conséquent A,, = — oo, et la série (86) est encore valable. 


a 
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Réciproquement, si F(z) est une fonction entiére qui vérifie 
Vinégalité (87), la série (86) converge au voisinage de t= 0, 
et o(¢) est holomorphe en ce point. En résumé, pour qu'une série 
de Newton représente une fonction entiére F(z) satisfaisant a 
Pinégalité (87), il faut et il suffit que la fonction génératrice o(¢), 
défmie par léquation (70), soit holomorphe au voisinage de 
Porigine ('). ’ 


75. Si o(t) est holomorphe pour A(t) < *; et d’ordre fini sur 


‘ I . 
la droite A(¢) = =, on peut donner de la fonction F(z) un second 
développement assez remarquable. En effet, le changement de ¢ 
: | ; 
en = transforme (73) en (*) : 


if I 
F(s)= foes (7) ae 


i 


Mais alors, la transformation d’Euler conduit au développement 


3) 


0 wn Ba 
le\aret th Geeta er A F(—n) 
e(;)=-» in =e (rt) 


(i Til 
et, par hypothése, la derniére série converge pour|t—1|>1, et 
. : 5 i 
est d’ordre fini sur le cercle | ¢—1|=1. En la substituant a 9 (3) 


dans notre intégrale, et en intégrant terme a terme, il yient donc 


B+1)(3+2)...(5-+7) 
io! ; 


By eg ot 
(3) =), ROS ner) 
et cette série converge dans un certain demi-plan &(3) < 2d. 


76. En particulier, si t==1 est le seul point singulier de la 
fonction génératrice 9(¢), la série (71) converge pour toute autre 
valeur de ¢t, et ona 


n i nae 
(88) lim VAR EG@)=o: 


n>o 


(1) S. Pincuente [5],S. Wigert 2], F. Carson [1]. 
(7) Il est clair que le chemin d’intégration L est pris ici sous la forme de la 
figure 12. 
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Le développement (69) permet alors de conclure que 


(89) pee) ecm eer, 


pour toute valeur de 7 suffisamment grande, ¢ étant arbitrairement 
petit. Cette inégalité se déduit aussi de (73), car on peut rem- 
placer le contour L par un cercle infiniment petit de centre ¢=1. 
Inversement, si F(s) est une fonction entiére qui satisfait a la 
condition (89), on vérifie sans peine que (88) a lieu ('), et, par 
I 
zoos 
En résumé, pour que la série de Newton représente une fonction 
entiére satisfaisant a la condition (8g), il faut et il suffit que la fonc- 
tion génératrice n’admette pas d’autre point singulier que ¢ = 1. Ce 
théoréme a été établi par S. Wigert [1] et G. Faber [41, 2] (*). Su, 


en particulier, £1 est un pole, F(z) se réduit a un polynome. 


conséquent, que o(¢) est une fonction entiére de 


77. Considérons par exemple la fonction du paragraphe 53 


LN (3 yess 


2 
(0 


avec & non entier positif, négatif ou nul. La série (70) est ici 


Tepes 


a tr? 

m= 0 
‘et Pon en conclut aisément que la fonction o(t) n’admet pas 
d’autre point singulier que les points ¢= 0 et ¢=1. En outre, au 
voisinage de Vorigine, elle est de la forme 


«eo 
™ t” 
iD) Sh ——t #4)! 
$C ) See ) Ae n° 
n= 
ou le dernier terme est holomorphe en ce point. L’ordre de t~'9(t) 
au point ¢= 0 est donc égal a A(a-+1), et l'on retrouve ainsi que 


la série (12) admet l’abscisse de convergence A=A (a). En appli- 


(') E. Lu Roy, Sur les séries divergentes, et les fonctions définies par un 
développement de Taylor (Ann. Fac. Sc. Toulouse, 2° série, t. IL, 1904, p. 348). 
(7) Voir aussi S. Pincherle [5] et F. Carlson [1]. 
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quant la transformation (80), on twouvera 


cepS (2+p—i1)(4+p—2)...(4+p—n) 
iy (a+ p—i)\(a+p—2)...(4+p—n =i)’ 


n=0 

dont l’abscisse de convergence est encore A(z), quel que soit p. 

Suivant que « est entier négatif, ou non négatif, on a respec- 
tivement 


t 
G0) IOS a 

; t tr 
ER ots geal) By Staak Se ? 


dont Vordre au point ¢ = 0 est toujours égal a R(«). 


Si F(z) est une fonction rationnelle quelconque, on conclut 
immédiatement de ce qui précéde que la fonction génératrice o(¢) 
n’admet pas d’autre point singulier que = 0 et =1, et que son 
ordre au point ¢=o0 est la partie réelle du pole qui a la plus 
grande partie réelle. 

Reprenons de méme la série (58), dont la fonction génératrice 


est 
t 
t)= : 
SOD Jac ree 
Sie ies ae est holomorphe sur le cercle |¢— 1|=1, et 
la série converge quel que soit 3. Silja —1|=1,a40 ee) mee 
3 TE gq J Ss oe =I, Fay 1 c 2U 


un pole du premier ordre au point ¢=a, situé sur le cer- 
cle. |¢—1}==1; elle-est. donc d’ordre i en ce poimt, et l’on 
retrouve bien } = o. . 

Soit encore la fonction 


Le 25 es ah? Te; Teaaae 


8 étant un nombre quelconque, autre que 0,.—1, —2,.... La 
série (70) donne 


n! 


Pees >) Hera Boy mat ()"= rca) Bear 


== 
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et intégrale (73) prend la forme 
T(z-+ 8) =o, f et dt 
L 


“T@+T(8) ame (t—aye- 


Pour a=1, cette intégrale se réduit a lintégrale d’Euler de 


remiére espéce. Si|la—1 1, Pordre de — ui ) au point {=o 
p p ) p 


est égal 4 R(1— 8B), et c'est son seul ee singulier sur le 
cercle |¢—1 | =1. Done l’abscisse de convergence de la série (69) 


est —A(8). Si |a—1|=1,a 0, la fonction ue admet les. 
deux points singuliers ¢ = 0 et ¢ = a, d’ordres respectifs & (1 — §), 
R(8B), et d est le plus g erand des deux nombres— &($), A(B —1). 

En particulier, si 8 est entier posit, F(s) est une fonction 


entiére, et A=A(8B—1). 
Si 8 = 0, on trouve 


eG) los = 
donc l’abscisse de convergence relative a la fonction 


Rj) = 


w| 2 


est Ao. 


78. Une application intéressante des généralités de ce Chapitre 
est fournie par la fonction entiére 


(90) | EG) = PCs) 


a étant un nombre positif. Tout d’abord, son expression asympto- 
tuque ~ 


. az-1 jie 
—_ | — =e —rlogr cos +r(cosv+-v sinv)+(r cosv—1) loga+é(7) 
WGrzeraa 27 


montre que la fonction h(¢) correspondante est égale 4 — a 


ee Rete “ 1 r T 
Vintérieur de l’intervalle — er Par contre h (+ 5) =—-, 
i. \ 2 


comme il résulte de la méme expression ot. l’on suppose que 


¢ =r cose reste fini. La fonction (go) satisfait done a la condi- 


a I i g_° 
tion (53), avec « = 0,8 = -, et admet un développement en série 
2) ? 9 Pp 


NORLUND 11 
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de Newton = 
(91) anes — =a, (AE a : 


Nous sommes ici dans le cas ot A(v) = (#) aux extrémités de. 
Vintervalle, et nous ne pouvons qu’appliquer le théoréme général 
du paragraphe 66, d’aprés lequel <1. ee la remarque 
finale du paragraphe 67 nous apprend que K Seer 


Pour préciser la valeur de cette abooiee nous utiliserons la 
fonction génératrice, dont la formation est immédiate. La série (70), 
ot tous les F(7).sont des valeurs de la fonction, donne en effet 


Mais d’autre part le developpemeni(O}) donne 


aw SI (= 1)" an 
ot o>, aoe ia seer 


=. 


I a , ° 
donc, en posant Tj = 7) on voit que les a, sont les coefficients 


de la série de puissances 


(92) 


oo 
=> Ape. 
| eraeyt 
- n= 
Or cette série se rattache dune relation asymptotique due 
a L. Fejér ('), et dont une nouvelle démonstration a été donnée 
par O. Perron (*). y étant un nombre réel, et @ un nombre 


positif, ces auteurs démontrent en effet que les coefficients de la 
série de puissances 


(!) Asymptotikus értekek meghatarozasarol (Mathematikai és termeszetlu- 
domanyt ertesito, t. XXVIII, 1909, p. 1-33); Sur une methode de Darboux 
(Comptes rendus, t. CXLVII, 1908, p. 1040-1042). 

(?) Ueber das infinitdre Verhalten der Koefficienten einer gewissen 
Potenzreihe ( Archiy, Math. Phys., 3° série, t. XXII, p. 329-340). 


‘ 
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satisfont a la relation remarquable | 


ae oa cp, 
a sin E Vane (po) 


(93 ) oy One a 3 Y 


ee VES Tyas 


En particulier, on en déduit 


Fee LOC hskece Yo ed 
j lims sted oA LC) ew ee Se 
(94) USE i Seti sang 


On a done ay=yYn, st y=1. Mais alors, la valeur asympto- 
tique (g3),, o@ y=1, montre immédiatement que l’abscisse de 


<a 3 cake 
convergence absolue de (g1) est p= i D’autre part, en divisant 
les deux membres de (92) par 1 — 2, on obtient 


ax 
x— A 


é 


G—«)? =) (aot ay +... an) a", 


n= 


et, en faisant y = 2 dans (g4), on trouve 


La série (gt) est donc simplement convergente dans la 
i é : I Dd : 
bande - <¢~ -, de largeur —- Les a, s’expriment d’ailleurs par 
4 ~4 2 
les polynomes de Laguerre 


es ae ee an( an Cate) ' 


: n! da" 
On a en effet 
“e : , ON Gh) 
an= i Aray= Say (7) 5, 
s i 0) 


d’ou lon déduit immédiatement 
== tas 
On a donc (') 


; (95) : ae ee ee ee 


s! 


(‘) Dans le mémoire Contributions a la théorie des polynomes dad’ Abel- 
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Cette fonction va nous permettre également dillustrer notre. 
étude de la transformation linéaire (z, z + 9). Considérons d’abord 
0 = p entier positif. La fonction F(z — p) fournit la série réduite 


we > ESS cipal ("5)) 


OU 250 fae epi An-1 =2)0 Cant ($,)\==-0 pour s Sp. La fonction 
génératrice est 1ci Z 
= qr—p-1 I g 
o(t) = >, eG: (n= paw! =t-p—ie? 
n=p+4 


et Videntification avec la formule a donne 


ax 


ex—1 


(@ —1)P*1 = as 29a. ° ; 


n=0 


En divisant les deux membres par x — 1, il vient 


ax 


ae 


é 


(a — 1)p+2 Sie T+ Bin) x”, 


n=0 


et la formule (94), ot Y=p+2, donne 


n 


log a, 
iG pe AMO Pe ACP Oe 
rere g logn 2 as 4 


° a I 
Done V’abscisse de convergence de (96) est 2+ +. Enfin, en 
ye 


faisant y = p-+1 dans (93), on voit que son abscisse de conver- 
3 
gence absolue est peales > 
Pail 
Considérons de méme la fonction F(z +p), de développement 


(97) EES cena eas 


Laguerre {Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik (Stockholm), t. XV, 
1921, n° 25], S. Wigert a éltudié la série (95) & un autre point de vue, en sup- 
posant z réel et >>1, et en considérant a comme la variable. 
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Sa fonction génératrice est 


(GN 
mn qntp—-1 I a . * a t 
t SNS ee ee eT HS me ST ee Se 
eh¢) font ce = (¥e + Pp —a) Wi et t (p—2)! : 
et on a par conséquent 
ar 
(98) —(@x = yond) By ere Op _4 (x), 


n=0 


Q pi (x) étantun polynome de degré p —1. En divisant par 2 —1, 
on en déduit aisément que 


a (exe TSS ae + Piaget. -) 2P+P + Qp_3(2), 


n=0 


de sorte que (94), ou y = 2 — p, donne 


c’est labscisse de convergence de (g7), tandis que l’abscisse de 


convergence absolue est ee A, comme il résulte de (98). 


En résumé, la série (g1) peut se transformer en une série de la 
forme 


az! oy CoS Pas N) Cea a) (Ps) 
Te) ea : Sa : 


p étant un entier positif ou négauf quelconque. Cette série con- 


verge pour o > fae est simplement convergente dans la 


bande ? — c og =< 4 —_ f, et absolument convergente dans le 


demi-plan ¢ > ; — .. Par la transformation (z, + 2 le domaine 


de convergence s’accroit done d’une bande de largeur - : 


79. La série hypergéométrique F(a, 8, y; a) conduit, pour 


a=—=1—z, ala série de Newton 


(99) F(z) =FU—z, 8, 13 @) = (— a) 


SiO. 


s 


6(B+1)...(8 +s—1) ipa. 
¥(y+1)...(y +5—1) 
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Si|a|S1, la série converge ou diverge partout. Le cas intéressant 
pour nous est celui ot |@|=1. Nous admettons en outre que 
ni $,-ni y, n’est entier non positif, sans quoi la série se réduirait a 
un nombre fini de termes ou n’aurait pas de sens. 

La fonction génératrice s’exprime aussi par une série hyper- 
géométrique. En effet, (71) s’écrit 


I . a: 
t) =F + ——F ; 
o(2) = Fo) + F (1, 8 255) 
et Pon voit que (tf) admet les seuls points singuliers ¢=. 
et ¢=1—a. Deux cas sont donc a disunguer suivant que a=1 


OU. hs Oe : 


1° Supposons d’abord.a 1. 9(¢) est holomorphe a lorigine, _ 
et F(z) est par conséquent une fonction entiére de z. Des relations 
entre les séries hypergéométriques, on déduit aisément qu’au 
voisinage du point singulier ¢=1 —a, la fonction 9(¢) est de la 
forme 
OLN see ea nei eae 


r(B) a-y(1— t)B-1(1 — a — t)y-8-1+ (2), 


Y(t) étant une fonction holomorphe au point t=1—a. L’ordre 
de (t) en ce point; sur le cercle |¢—1|=1, .est donc 
A (B-+-1—y), et, par suite, l’abscisse de convergence de (99) 


est (') 


A= R(B—y). 


Nous sommes ici d’ailleurs dans le cas du paragraphe 74, et la 
transformation (80) permet d’obtenir le prolongement analytuque 
de F(z) dans tout le plan. 

On vérifie aisément que (gg) diverge sur la droite de conver- 
gence, et converge simplement dans la bande } << ¢SA-+ 1. 


Lintégrale (73) ot lon porte Pexpression (100) de o(t) donne 
FU= 2, 83 a) 


PNR P< D(y) ECB 17) 
Si oy r(8B) 


ic ea(i—a —_— Mia = t)B-1 dt, 


al 8 


(') Ce résultat s’accorde avec le thcoréme du paragraphe 67. La fonction h(¢) 
relative a la fonction (99) admet un point de coincidence et un seul avec ¥(v), 
et l’exposant désigné par @ dans ce paragraphe est ici égal a R(B — y). 


‘ 
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ot L est une courbe fermée entourant les points = 1 et £=1— a, 
mais non ¢ = 0. Siles-parties réelles de 8 et de y — f sont positives, 
on peut rédutre L a une droite, et ’on obtent lintégrale eulérienne 


Gy) 


1 
eee at NS ee who oe —B-1(,— z= 
PyPy BAA, ab-1(1—a#)Y-8-! (1— aw)" da. 


(101) F(1— 2, B, y; a) = 


L’expression (100) suppose y— 6 non entier positif. Si au 
contraire y — B= x, elle doit étre remplacée par 


Gi) eta ee) 


Mine) ea ae log(i—a—0-+ 4, 


“ 
mais on‘ vérifie que Vordre au point ¢—=1—a@ est encore égal 
a6+1—y=1—n, et ce que nous venons de dire relativement 
a labscisse de convergence reste vrai. 


2° Considérons maintenant le cas ob a =1. Notre série hyper- 
géomeétrique devient 


EW yi weal ORO GR Boast Deri Sarah) 
A) D(y +221) T(y— B) 


ZY ys PB HD be s—y (eo), 
bs et 1) Y(y +t)... Cy +s > ( & ) 


(102) - 


C'est une fonction méromorphe de z dont les péles sont 


eo Vitae, aan p= =, vee) 
et telle que 
F(z) Ge-8 


pour les trés grandes valeurs de z. Les deux droites de convergence 
coincident donc, et passent par le pole 8 +1—y: 


Nous savons qu’ici 9(t) admet les deux seuls points singu- 
liers t= 0 et ¢==13 on peut encore le vérifier a l’aide du dévelop- 
. pement (70), car on forme facilement 


Cha By Brea ey ee Bat 


BAG ee i y¥(y #1). (Cy +n—!1) 
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o(t) se représente donc par la série hypergéométrique 
et! ; I 
BR eee PF (.1—8—1, 1; +) 


et, au voisinage de ¢ =1, elle peut se mettre sous la forme 


Tiga 


g(t) = 

v(t) étant holomorphe en ce point. On peut remplacer le contour L 

par le lacet J), et l’intégrale (73) se réduit a lintégrale eulérienne 
de premiére espéce 

P(y—fP+2—1) > 23 hs Pigg a ee 

ICES MEN Pe ee eee 


Tors 


Prenons en particulier y=6+1. L’équation (102) devient 


r(B)P(z) _ en (ean 


Tiz+6) ips s 
s= 


avec A= =o. Si, en outre, f est un entier positif »-+-1, il vient 


oe 


OE Gene eel 


=0 


et; si B==1, 


 (— \s EN 
pian gt 


Pour 8 = 0, l’équation (102) se réduit a F(z) =1, mais on vérifie 
immédiatement que ; 


lim pet = W(y)—V(y+24—)), 
; B>o 8 
ou 
I'(z) 
Pz) 


W(z) = 


En formant cette méme limite a l’aide de la série (102), on obtient 
donc 


ad 


Wy +n —Wy+2)=> 


=i} 


(—1)§ (4 —1)(s—2)...(@—s) . 
s (y HA) (¥ + 2)...07 48)’ 
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ou } =p = —&(y). En particulier, y =o donne 


} 


vey —wene EY (2"). 


Sink 


On vérifie directement cette équation en remarquant que 


{ 

AW(s) = re 

et par conséquent 
n—1 


TENG ogee 


nv 


La série’ (71) conduit donc, pour la fonction génératrice 
de W(1) — W(z), a expression 


aes (—1)” I gf f 
ee ae ees 


== 4 


et ’intégrale (73) se réduit a 


ee Fa a a 
Tos 
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LA SERIE DE FACULTES. : 


I. — InrropDucrion. 


80. La série de facultés 


- 


ass) - 
(a) J Oe Doerner 
: Qe) 

présente beaucoup d’analogies avec la série de Newton, et son 
domaine de convergence est encore un demi-plan, comme I’a fait 
remarquer Jensen [1, 2]. Par contre, tandis que la convergence de 
la série de Newton n’est uniforme que dans un domaine.a distance 
finie intérieur au demi-plan de convergence, la série de facultés 
converge uniformément dans tout demi-plan situé a lintérieur de 
son domaine de convergence. On peut déduire de cette propriété 
des conséquences importantes qui distinguent cette série de la 
série de Newton. En particulier, alors que nous avons trouvé pour 
celle-ci des relations entre les abscisses de convergence 4, hoy d(w) 
et ordre de grandeur de la fonction, nous ne trouverons ici rien 
de semblable. Au contraire, on peut démontrer l’existence d’un 
‘nombre J, en général inférieur A ces trois abscisses, et tel que la 
fonction tende uniformément vers une limite quand z augmente 
indéfiniment dans le demi-plan ¢ auf 

La série de facultés posséde également l’avantage de donner 
une représentation unique, et son importance provient de ce 
qu'elle est capable de représenter, dans un certain voisinage d’un 
point singulier, des classes assez étendues de fonctions. C’est ainsi 
que l’on peut représenter par cette série les fonctions étudiées 
par H. Poincaré et E. Borel, et qui donnent naissance a des séries 


~~ 
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dé puissances divergentes, qui les représentent asymptouquement 
dans un certain angle et qui y sont sommables par la méthode 
exponentielle, 

La relation étroite qu'il y a entre cette série et Pintégrale de 
Laplace a été remarquée pour la premiére fois par Schlémilch [1,2], 
et étudiée tout particuliérement par S. Pincherle, a qui lon doit, 
par ailleurs, plusieurs résultats importants sur notre sujet. 
N. Nielsen a consacré plusieurs mémoires a cette série, mais la 
véritable base d’une théorie a été donnée par E. Landau [1]. 

Signalons encore que R.-D, Carmichael [ 1, 2, 3, 4] a étudié une 
classe de séries de la forme 


qui comprennent la série des facultés et la série de Newton. En 
choisissant convenablement la fonction 2(z), il met en évidence 
que ces séries plus générales possédent plusieurs propriétés sem- 
blables a celles dont nous venons‘de parler. 


Il. — LE DOMAINE DE CONVERGENCE. 


81. Etant donnée une série (1), ou les a, sont indépendants de 
la variable z, elle n’a un sens que si z n’est pas un entier négatif 
ou nul, et les points z= 0, -—-1, —2,... seront toujours exclus 
de nos raisonnements sans qu'il soit nécessaire de mentionner 
chaque fois leur role exceptionnel. A un point Z)= + J7, 
associons l’angle ®, du plan des z défini par les inégalités r2Zo, 
|e | Sc —vn, ot lon a posé z= 3)+ re”, et ou q est un nombre 
positif arbitrairement petit. Cela posé, démontrons les deux théo- 
rémes suivants : 


Tutorimes. — Si la série (1) converge pour 3 = %,y : 


I('). Elle converge en tout point z situé a droite de R(z) =a. 
If (*). Blle converge uniformément dans Vangle ®y. 


(*) Jensen [t, 2], N. Nielsen [1, 2], Landau [1]. . 
(*) Landau [1] démontre que la série converge uniformément dans tout 
domaine fini situé tout entier a l’intérieur du domaine de convergence. 


ee 
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Si un ou plusieurs des points 0, —1, —2,... se trouvent 
dans (®», nous les supposons exclus en les entourant par des cercles 
trés petits. 

Il suffit évidemment de démontrer le théoréme II, et le calcul est 
analogue a celui fait au paragraphe 49. Soient 


Gas! _ Bo(Zo+1).--(Zo +S) 
Bel Set) eee) ST Ss essa Sy 


s= 


avec 
B—- By 


Cs— Cs. NE ere are ee 
Ss s+1 o+544 = 


et appliquons la transformation d’Abel (2), (§ 49). Il nous 
faut démontrer que, a tout nombre « positif, correspond un 
entier positif mo tel que, en tout point de l’angle @®p, on ait 


Or, si so est suffisamment grand, s2 so entraine 


jarg(zo+s)|< =, 


(2) |z+s|>|so+s]+rsin?2, 


quel que soit z dans ®). On en déduit 


Zot $ | Zo+s| ots 
fg ee Se en 
B4S na of Toe 
|zot+s|+rsin— cot s+ orsiny 
2 
Fi EON Te ved fi 
Et Pt noo eh es 
Z4-S+1 


, 12 8 
| zo+s+1|+rsin + To ts+i+-rsiny, 
2 2 
. 


et l’on peut écrire 


Zo(Zo+1)..-(Zo+ So —1) 
Z(Z+1)...(3+5)—1) 


r 


ds ae 
opts +I+ —-rsiny 
2 


(3) les—esur|< 


ou 
(p-+ $9) (Go+ So-+1). ° (Oo+S) 


ges i 
; i ‘ 
(oo-+ Sot 3 rsiny) tae (os ae rsin) 
2 ) 


Le premier facteur du second membre de (3) reste borné dans 
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Langle ®p, et, d’autre part, 


a.r ete 5 ; 
I ; a Sie ue See 
ee ie a a a 
il vient done 
2C 
(4) | es— Cs41 | << —— (ds— dy), 


sin 7 


et la démonstration se termine comme au paragraphe 49. 

Posons toujours s=o¢ + 17. Il résulte du théoréme I que le 
domaine de convergence de la série de facultés est un demi-plan 
limité a gauche par une certaine droite ¢ = ), que nous appellerons 
encore la droite de convergence; le nombre i s’appelle l’abscisse 
de convergence. Sih< 0, la série présente ce fait remarquable 
d’admettre des points de divergence a |’intérieur de son domaine 
de convergence. _ : 

Le théoréme II permet de conclure que la série (1) représente 
une fonction analytique F(z), a l’intérieur du demi-plan de 
convergence, en exceptant, s'il ya lieu, les pointso, —1,—2,.... 
Si elle converge en un point z, de sa droite de convergence, et y 
admet la somme F(z,), la fonction F(z) tend vers F(z 9), lorsque z 
tend vers Zo a l’intérieur de langle @o. 

Siles points 0, —1, — 2, ..., —p sont intérieurs au domaine 
de convergence, ce sont en général des péles du premier ordre 
pour la fonction F(z). On a en effet 


s=p—1 
AS) Sep) re) — De 


a,s! 
Z(S Won «| 24-5) 


50) 


= ass! 
<103 Janeane Si URES 
sS=p 


et la série au second membre est encore une série de facultés, qui 
admet le méme demi-plan de convergence que (1), mais converge 
uniformément au voisinage des points 3 = 0, —1, —2,...,—p. 
On déduit immédiatement de cette équation que le résidu A, de la , 
fonction F(z) au point zs = — rn est donné par la série convergente 


~ 


(5) An= ("> (4) ao, Nm=0, 1,2,-.., Pp. 


SI 
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Si, en particulier, A, = 0, F(z) est holomorphe au point s=—n. 
Il peut arriver que l’abscisse de convergence ) soit égale a — oo; la 
- série (1) converge alors dans tout le plan, exception faite des 
points z—o, —1, —2,..., et elle représente une fonction 
méromorphe de z, admettant ces points pour pdles du premier 
ordre, ou pour points réguliers. Enfin, si (1) diverge quel que 
soit z, nous dirons que } = o. 

La série (1) converge uniformément dans un domaine plus 
étendu que ne le dit le théoréme II. En modifiant légérement la 
démonstration, on peut voir en effet que :° 


Tutorime II bis. — Si la série (1) converge au ad ey, 
elle converge uniformément dans le demi-plan o2 2 fe 
é étant un nombre positif arbitraire. 


Dans la démonstration nous pouvons maintenant supposer Zo 
réel. Nous prendrons donc 3)». Soit alors sy un entier positif 
tel que z)-+-s, >o0. A Vinégalité (2), on peut substituer ici la 


relation ~ 


; 


(ie |z+s|2| z+s| +6, 
valable pour tout le demi-plan ¢2¢, +6; il suffit alors de rem- 


: yer I . . : 
placer, dans les calculs précédents, — 7 siny par 6, ce qui donne 


Zo(Zo+1). . «(Sy + Sy — eee Ba) d, 
Z( 2 Pe ate p=) baal ere, Mera es 


(3') | Cy — Cs44 | < 


avec 
(Zo+ $0) (So + So +1)... (30+) 


ST CBp a Sq) Cae He Sete t GO) eel Syne See Y. 


Le premier facteur de (3') reste borné dans le demi-plan ¢ = 2) +0, 


et, d’autre part, ona 
d;$ 


Se ee ee 
Zots+1+6 : ee. 


Fs Petey: donee 
il vient donc l’inégalité, analogue a (4), 


GC 
| Cy Cs-t4 | <— 3 (ds—ds 44 iy 


et la démonstration se termine sans modification. 
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82. Le point a l’infini est en général un point singulier de la 

fonction F(z). Mais il résulte du théoréme II b¢s que cette fonction 

tend uniformément vers zéro quand s tend vers l’infini en restant 

dans le demi-plan ¢ >}-+ 6. La série (1) nous donne méme des 

informations assez précises sur la valeur asymptotique de cette 
fonction. Mettons-la en effet sous la forme 


s=n—t 


Bs St A yh A ass: (2) 
(6) Bae) > Re eels eS ght | 


s=0 


Le théoréme Il b/s nous apprend que p(z) est holomorphe et 
bornée dans le demi-plan ¢ > +6, exception étant faite des 
points z = — I, —2,... qui peuvent se trouver dans ce demi- 
plan si 4 << —1. On en déduit successivement les relations 

lim 2 F(z) =a, 

Z> & 


lim (3 +1)[2F(s)—a@]=a.1), 
(7). Ee be . 


lim (+ 2)|(s+1)[2F(z)—a@]—%'=a.2}, 
5> 0 D 


et, d’une maniére générale, 
St ih 


Gs lime (2) >; 


Z>n 


Deas 


J eH ann!. 
Z(Z2+1)...(6+5) if 


= 0) 


Ces égalités sont satisfaites quand zs tend vers l’infini dans le 
demi-plan ¢>>}-+6, mais nous yerrons plus loin qu’elles sub- 
sistent dans un domaine plus étendu. 

Dans le demi-plan + >} + 6, la fonction F(z) ne prend chaque 
valeur qu’un nombre fini de fois. [1 suffit évidemment de démontrer 
que les zéros d’une telle fonction sont, dans ce demi-plan, en 
nombre limité. Cela résulte immédiatement des relations (7); en 
effet, si F(s) s’annulait en une infinité de points z,, son holomor- 
phie dans le demi-plan exigerait que le seut point limite de ces 
zéros ftit le point a Vinfini, et l’on pourrait former une suite de 
ces zéros tendant vers l’infini. Mais alors la premiére des équa- 
tions (7) exprimerait que a est la limite d'une suite infinie de 
nombres nuls, donc a,— 0. De la seconde équation, on déduirait 
de méme a,= 0, et ainsi de suite. La série (1) aurait tous ses 
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coefficients nuls, et F(z) s’annulerait identiquement. On en 
conclut, en-particulier, que, contrairement a la série de Newton, 
la série de facultés ne peut représenter zéro sans que tous ses 
coefficients soient nuls, et, par suite, que le développement (1) 
est unique. 


83. Ce que nous ayons dit au paragraphe 55 relativement a la 
convergence absolue de la série de Newton s’applique a la série de 
facultés, et il suffit de rappeler les énoncés des deux théorémes (‘), 
dont la démonstration subsiste sans modification 


Tatorime III. — Si la série (1) converge absolument 
pour 2= 4%, elle converge absolument dans tout le demi- 
plan #2 6. 


Tutorime IV. — Su la série (1) converge pour 2= 2», elle 
converge absolument pour ¢ >o)+1. 


fl va sans dire que les points s =0,—1, —2, ... sont toujours 
exceptés. Toute série de facultés posséde donc deux nombres 
caractéristiques, labscisse de convergence i, et Vabscisse de 
convergence absolue p, et ces deux nombres satisfont a la double 
inégalité ’ ; 
AS psA+1. 


Elle converge absolument dans le demi-plan « >, simplement 
dans la bandeh<o< wu, et diverge a gauche des =}. SiA= oa, 
ona également y= + oo. Sur la droite de convergence absolues= pz, 
la série converge absolument partout ou nulle part, d’aprés le 
théoréme IIH. Cependant, si » est un entier non positif, il peut 
arriver quelle converge absolument sur cette droite, alors qu’elle 
diverge au point sp. Enfin, sur la droite = 4, la série peut 
converger en certains points, et diverger en d’autres. 
Prenons comme exemple la série de facultés 


1 a a(a +1) 
(2) Bou gee at ged ee 


dont la somme résulte immédiatement de l’équation (12) (§ 53) 


(1) On doit ces deux théorémes a N. Nielsen [1, 2], Vozr aussi E, Landau [1] 
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par les substitutions (z, —a—+-1) et(#, —z-+1). L’ordre de 
son terme général montre que son abscisse de convergence absolue 
est u = A(a), et son terme complémentaire 


Sa(A +I) (etn) 1 
S(S+1)...(4+n) 2—4 


donne également } = &(a). Cette série n’a donc pas de bande de 
convergence simple. Par contre, si nous alternons les signes des 
termes, la série obtenue 

a a (a + 1) a(a+1)(%+2) 


I 
B 3(@-1) 3(34+1)(@-+2) g@+N(e+2)(4+3) °° 


« 


a évidemment la méme abscisse de convergence absolue, tandis 
que }=&(a) —1, et il apparait ainsi une bande de convergence 
simple de largeur maximum. 


Ill. — CompaAraISON AVEC LA SERIE DE NEWTON ASSOCIEE. 
: THEOREME DE LANDAU. 


84. Nous appellerons série de facultés et série de Newton 
associées les deux séries 


n 


(9) Fis)= 


Ze ee a Se 


Soa) 


(to) F(z) = ¥ (1) as 


Ss=0 


petit (eine o) 
s} } 


formées avec les mémes coefficients a,. La comparaison de ces 
deux séries conduit au théoréme suivant : 


Tutoneme ('!). Deux séries associées ont la méme abscisse de 
convergence. 


Nous démontrerons méme que pour toute valeur non entiére 


(1) E. Landau [1] démontre, en comparant chacune des séries (9) et (10) a la 
eo 


ges rat as ; es 3 F 
série de Dirichlet pu —) que ces trois séries convergent simullanément. 
s* 
s=1 


NORLUND 12 
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4 
de z, elles sont simultanément convergentes ou divergentes (+). Il 
revient au méme de montrer que si (g) converge, (10) converge, 
et inversement. Dans les deux cas, nous utiliserons la.transforma- 


tion d’Abel (2), (§ 49). 


1° Supposons que (1) converge. Posons 


a;s! -. B(2%*—12)...(z?— Ss?) 
—— : ] Cs = (—1)5 ( ) 12 oer 5 
B(Z+1)...(2+5) (sb) 
Ona 
Bt ‘ 
Cs— C544 = C; ——, 
$ ai! (s +1)?” 
; : F sInnZ 
et l’on sait que limes= » donc 
s—>@ 
les] <C. 
D’autre part, la convergence de (g) entraine 
v=m ‘ 
(11) »% ae pour CSE ie 
Vis 70: 


on en déduit 


’ 9 a 
> bees aro 0) » aah rec <et, 


§ 2a $= it 
c’est-a-dire que la série (10) converge. 


2° zs est un nombre non enter, pour lequel la série (10) est 
supposée convergente. Posons ici 


Il vient 


Os STAG = PS pease 


(1) On peut cller plus loin. H. Bohr [1] démontre en effet que les deux. séries 
ao 
oh pas Aa \Wes 
associées et la série de Dirichlet % — sont sommables par des moyennes 
Lo 52 


Shien 
arithmétiques pour les mémes valeurs de z. 
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Tv ‘ 
eb- Cs est encore borné, car limc,= = » et z n’est pas entier. 
ae sina s 


1G inégalité de méme forme que (11) entraine done 


et, par conséquent, la série (Q) converge avec (10) pourvu que 2 
ne soit pas entier. 4 

On voit méme que ces deux séries convergent absolument aux 
mémes points, exception faite encore des valeurs entieres-de <, 
car le rapport c, des deux termes homologues est borné en valeur 
absolue.* 

I] résulte de ce qui précéde que les abscisses de convergence 
et u se déterminent a l’aide des coefficients de la série de facultés 
par les mémes limites supérieures que dans le cas de la série 
de Newton (‘). On a done }=x si AZ0, eth=ksih< 0, et les 
eapressions annlesnes pour p. Ou encore: hax ou & suivant que la 


série Sa, diverge ou converge. 
S==0 


~ 


85. On peut aller ‘encore plus loin, et démontrer avec 


E. Landau [1] que 


Tutoreme (7). — Les fonctions définies par deux séries 
associées admettent les mémes points singuliers sur la droite 
de convergence (enexceptant as les valeurs entiéres de 2). 


. 


Il va sans dire qu'il peut n’y avoir aucun point singulier sur la 
droite « = >. 


Ce théoréme se déduit aisément du lemme suiyant : 


« n étant un entier positif quelconque, on peut écrire 


ae (n!)? sinnz ie Z* 9(4, La 
mZ(1— 3?) (22?— 22)... .(n?— 2?) nr 1 (gitaieul)e 
(1) Votr paragraphe 57. 
(*) Voir aussi F. Nevanlinna [2] 
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o(z, nr) désignant une fonction qui reste bornée en valeur absolue, 
quel que soit n et quel que soit z a distance finie. » ‘ 


On a en effet 


sInnZ Be 
== t—t—— 5 
TS y2 


V1 
et par suite 


tA es = Il (3). 


Von+i 
a 


Ceci posé, si z reste dans un certain domaine D 4 distance finie, 
il existe une constante C telle que - 


[w<eGs 


a 3 J Poaa. 
en prenant v -> 2C, on a donc | 4 <set l’on peut écrire (‘) 


En supposant n > 2C, on déduit de la 


© 


a4 we 
Il a -# i a+b DS 18] St 
poy ee 2 Sy 

(13) (: =) ms yon+1 } yon+t ves 


Voon+1 


Mais ona 


(‘) Si ly lS= on a en effet 


Jlog(a—y) + y|= i Ve = eke 


< a(ly Pe ly P+ I yi...) 


et par suite 
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et, en portant ces expressions dans (13), i] vient 


oe a? n 
= m2 — aes 
eee sate That SAN 
aa Cy ae 


7 désignant une quantité qui reste bornée quand < reste dans D, 
avec n> 2C. On en déduit immédiatement, la relation (12), 
ou 9(%, n) reste bien inférieure 4 une constante qui ne dépend 
que du maximum de | <|. 

Ceci démontré, on peut encore écrire cette équation comme il 


suit : on 
n} : _ (—1)"2[(s—1)(4—2)...(2—2n) 
2(2+1)...(2+n) sinnz n! 


ech Beh) NG Semi I ACS nests | 
(n-+1)! (n +1)! (n4-1) ‘ 
d’ou résulte, entre les fonctions F(z) et F,(s) définies par les 
séries (g) et (10), la relation 


oo 


F(z)= = Fy(z)+2 >) (—1)" Gn_1 ca 


sinn zZ 


fi Meat 


rare 4 1). (22) 
+e) An 9( 4, 2) (n+i1)i(n+i1) |° 


m= 0. - 


Or sid est labscisse de convergence de (g) et (10), les deux derniéres 
séries de cette éyjuation convergent évidemment pour ¢ >A —1; 
par conséquent : 


La différence 
(14) F(z) — Fi(4) 


T 


sinnz 


est une fonction holomorphe dans le demi-plan o>i—1, 
exception faite des valeurs entiéres de 3 qut peuvent donner 
lieu a des poles. 


L’abseisse 4 —1 qui intervient dans cet énoncé est aussi précise 
que possible et l’on peut donner aisément un exemple out la 
différence (14) cesse d’étre holomorphe sur ¢ = A —1. Soit 


T'(z—2) 


Bh 4) > Tues a) Ea)? 


s 
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#2 n’étant pas entier. En formant les différences successives de 
cette fonction, on obtient de suite la série de Newton correspon- 
dante 


NG Fe ee . « H(%+1)...(% +5 —T1) (4 —1)(5 — 2)... 3—S$) 
Co) aT Pe! s! | : 


Sa=10) 


Son abscisse de convergence est R(«a), et la fonction I*,(z) admet 
pour pdéles du premier ordre les points = 4, « —1, 4 — 2, 

La série de facultés associée est la série (8) mentionnée au para- 
graphe 83, et la fonction F(z) est holomorphe aux points s = % —1, 
“a%—2,...; cette fonction est donc réguliére sur la droite =) —1, 
alors que la fonction associée F,(z) y admet un pole. 

Les valeurs entiéres de s constituent.de véritables cas d’excep- 
tion. En effet, si est un entier positif, la série (15) se réduit a un 
develuppement de zéro; elle représente donc une fonction holo- 
morphe dans tout le ES alors que la fonction définie par (8) 
admet le pole = a. 

Voici un autre exemple pour illustrer ce fait, Soit 


Largs 
Co ree irar 


F(z) T—95t1 ot 
es as Sz (ZS Teese) 


admet l’abscisse de convergence ), = 1, et il résulte de ce que nous 
verrons sur la représentation par l’intégrale de Laplace que 


1 ‘es : ' a 
Faye if z—2 dt =e . 


La série (9) 


D’autre part, la série (10) associée s’écrit 


I— +1 (g —1)(s—2)...(2—s) 
SERS ete Cea uc 


e.0) 


el par suite 


C’est une fonction entiére, tandis que I'(3) est méromorphe avec 


les poles 3 = 1, 0, —m1, — 2, « mi . 
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86. Comme l’a fait remarquer S. Pincherle [4], il n’y a pas, en 
général, de point singulier sur la droite de convergence d’une 
série de facultés. Nous verrons méme qu’une série de facultés, 
conyergente seulement dans un certain demi-plan, peut repré- 
senter une fonction qui soit holomorphe pour toute valeur finie 
de z. Il y a pourtant un cas important ot la droite de convergence 
contient nécessairement un point singulier, comme il résulte du 
théoréme suivant da a E. Landau [1]. nee 


« Si les coefficients a, dune série de facultés sont positifs ou 
nuls a partir @une certaine valeur de s, le point réel de la droite 
de convergence est un point singulier de la fonction représentée 
par la série. » 


Dans la démonstration, on peut supposer A > 0, sans quoi il 
suffirait de considérer, au lieu de la série (1), la série 


spl 


! 
; \ eeu 


-¥ Gss5) 
Se dol Cre Cee ese 
s=p 

qui est une série de facultés par rapport Al gle Ps et dont Vabscisse 
de convergence A-+p est positive si l’on a pris pour p un entier 
positif suffisamment grand. On peut également, sans diminuer la 
généralité, supposer tous les a; positifs ou nuls. Cela posé, 
admettons que la fonction F(z) soit holomorphe au point z= 4 
de la droite de convergence, et considérons la série de Taylor 


Z F(s)= Zare FH (K+1). 


aces n! 


Cette série converge pour s=A—e, si le nombre positif e est 
suffisamment petit. D’autre part, la série (1) convergeant unifor- 
mément au voisinage du point 4+ 1, on peut en déduire les 
dérivées F™() 1) par dérivation terme a terme, et]’on peut écrire 


aa (i +e ry dn J 
KigeSey- aise a 2 Ghd Nip ' wear Say g aoc hare Tarr 


n=9 s==0. 
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Tous les termes de cette série double étant positifs, on peut 
changer l’ordre des sommations, et l’on trouve ainsi 


al yes ie See te 
nese yan > n!} At AMET) (WEED) ARCS en) 


s=0 n=0 
(qui s’écrit encore 
= Gash 
( ed (A—e)(A—e+1)...(A—e+5) 
S=9 


: < 
Notre hypothése conduit done a une contradiction, puisque ) est 
labscisse de conyergence. 

Le théoréme du paragraphe 85 permet d’ étendue ee résultat ala 
série de Newton, 4 condition de supposer 4 non entier positif. 
Dans le cas contraire, le théoréme ne subsiste’ plus comme le 
montrent les développements de zéro W,(z), W2(z), ..., dont 
tous les coefficients a; sont positifs, et qui représentent une fonc- 
tion entiére. On modifiera donc ainsi l’énoncé : 


« Le point réel z = ) de la droite de convergence d’une série de 
Newton est singulier pour la fonction représentée par la série si 
les coefficients as sont positifs ou nuls a partir d’un certain rang, 
et si A n’est pas un entier positif. » 


IV. — L°INTEGRALE DE LAPLACE ET LA SERIE DE FACULTES. 


87. La convergence uniforme de la série de facultés dans un 
demi-plan nous permet de former directement! ’intégrale de Laplace 
qui la représente. Soit y un nombre positif quelconque supérieur 
a, et soit Cle contour formé par un segment AB de ladroite o = +, 
et le demi-cercle droit de diamétre AB. 

z étant un point quelconque situé a droite de ¢=-y, on peut 
prendre les affixes y= ¢N de A et B de fagon qwil soit a Vintérieur 
du contour C, et l’intégrale de Cauchy donne 
I e. dé. 


I ( Z) = a 


“¢ 


Or, d’aprés (7), |sF'(s)| reste borné dans le domaine o2y. 
En faisant tendre N ve tee Vintégrale relative au demi-cercle 
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tend donc vers zéro, et l’on a 


Yr te yw 
(6) F(s) = af ECE) ae, 


ant, _¢_ # —é 
le chemin d’intégration étant la droite ¢ = Y Mais la partie réelle 


Fig, 13. 


5 


ae Se ee —_-—--—--- 


de z étant supérieure ay, cette derniére intégrale peut s’écrire 


Y+io «© 
(17) Fie f- Fa) f elt) da dé, 
Y—Lo 0 


2TL 
Xx 


et l’on peut renverser |’ordre des intégrations. Pour le voir, il 
suffit de substituer 4 la fonction F sous le signe son expression 
particuliére déduite de (6) 


(18) Fiz) = oe 


ou p(z) est holomorphe et bornée sur s = y. L’intégrale (17) est 
ainsi décomposée en deux intégrales. Pour la premiére, 11 n’y a 
pas de difficultés. La seconde est 


Ytiw r cy 
ss pa Be) “fs elb-2)" dx dé; 
a Mikel Xie 3 0 
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elle est absolument convergente, ainsi que’ les deux intégrates- 


simples 
va y at a) r 
” s os 
of eb—)e dr et up ce ect dé, 
0 = Yio q Ss 


et Pon peut bien intervertir l’ordre des intégrations ('). On obtient 
ainsi . 


(19) F(s)= fo e#f(x)de, , 
ou P 

I 1 Y+1 2 4 
(20) fla) = eT eit ext F(E) dé, 


ou encore, en posant e~” = f, : 


a 
19') F(s)= [ @19(t)dt, 
(19 Jp ? 
ou ‘ - é 
y I I Yin 
(20') 2(t) =f (log i) = ee 2 F(z) dz. 


La seule hypothése faite sur y étant ~ > 0, y >A, les inté- 
grales (20) et (20') sont indépendantes de la valeur attribuée a +, 
pourvu que ces inégalités soient satisfaites. Bien plus, sil existe 
un nombre positif /, inférieur a i, tel que F(z) soit holomorphe 
pour s2/, et susceptible d’une représentation de la forme (18) 
ot |u(z)| est bornée supérieurement dans ce domaine, on peut 
substituer a y ce nombre /, ou tout autre nombre supérieur, sans 
changer la valeur de ces deux intégrales. Il est d’ailleurs facile de 
le yérifier directement a l’aide du théoréme de Cauchy sur les 
intégrales complexes. 

Ces intégrales (20) et (20') convergent respectivement pour 
o<xr<w et pour o<t<1, mais la convergence n’est pas 
absolue. En effet, on peut décomposer (20') en deux intégrales 

I 


a Poul Zz [tin (z) 
(21) o(t)=i—> —dz+ — [ w2E dz, 


Seay ‘ 2 
2 UE) pee ae ATL J, Zz 


dont la seconde est seule absolument convergente. La premiére 


(') Bromwian, Theory of infinite series, London, 1908, p. 457. 
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s’évalue d’ailleurs aisément a Vaide du théoré ‘me de Cauchy, qui 
donne, peat C>R(a), 
4 yl tic a; = . a - 
I t—2 t—% $l Ome Ties I 
(22) : f- ce ; ‘ ’ 
ie tae a } oO, $l neers LPS 


si /=1, cette intégrale est divergente. Plus généralement, si on 


remplace, dans (21), ee par son développement 


‘ 


n 


(3) | AS: 
See - rg erie Bue CS AS) 


SS 


“ 4 5 3 . . ie : y 

on est conduit a des intégrales qui ont la forme de la différence 
finie d’ordre s de (22), par rapport a 2, 

s| ara t-2dz 


DEO 7 iss (Se) SOE) 2 (8-78 8) 


WO ne ee a O = he I, 
ae 0, si 1. 


(24) 


Ceci posé, si / est un nombre positif supérieur a Vabscisse de 
convergence absolue de la série (23), cette série est absolument et 
uniformément convergente dans toutintervalle fini (l—iN, [EG N’ y 


Done la fonction u(z) définie par 


-Si: aes 
me) |a||s+i]...Js+s| 


est telle que u(z) <C le long de la ligne d’ He sete et, par 


suite, lintégrale 
l+in s 
ae ete H(3) 0. 
, | 2 |? 


l—in 


est absolument convergente. Mais alors on peut intégrer terme a 
terme (‘) dans (21), et l’on trouve ainsi, pour 9(¢), le développe- 
ment 


=) 


(25) ; o(t)= SY asti—t)s. 


Seat 


(1) Bromwicn, loc. cit., p. 453. 
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En divisant les deux membres par ¢, on obtient encore 


” 
a * e 
oo 


: : o(t . ‘ r 
s$=0 
donc ¢-'o(¢) est holomorphe a Vintérieur du cercle |¢—1|=1, 


et d’ordre x +-1 sur ce cercle, x ayant toujours la méme significa- 

tion qu’au paragraphe 57. 
Réciproquement, considérons une intégrale de la forme (19’) 

ott o(¢) est holomorphe dans le cercle |¢—1|= 1, et d’ordre fini 


co) 


sur ce cercle. Si > as(1— t)S estle développement de ¢(¢) dans ce 


s=0 
io) 


tire F are < 

cercle, il résulte du lemme VII (§ 24) que la série a;(1—t)st?—' est 
S60 

uniformément conyergente dans l’intervalle oS¢S1 pourvu que ¢ 

soit assez grand; on peutalors effectuer l’intégration terme a terme 

dans (19’), et l’on obtient ainsi une série de facultés. On peut 

résumer ces résultats dans le 


Tutorime ('). — Toute fonction analytique F(z) représen- 
table par une série de facultés, d’abscisse de convergence }, 
peut sexprimer par une intégrale de Laplace 


1 
(19’) F=f t2—!9(t) dt, 
0 

o(t) élant une fonction analytique définie par Vintégrale (20’) 
pouro<t<1,etholomorphe a Vintérieur du cercle |t—1|=1. 
L’ordre det ¢(t) sur ce cercle est égal d }+1 st h20, et2h+-1 
St x << oO. 

Inversement, toute intégrale de la forme (19'), ot 9(¢t) est 
une fonction holomorphe dans le cercle | t —1|=1, et d’ordre 
fini sur ce cercle, est représentable par une série de facultés. 


88. Ce théoréme ne donne une relation précise, entre l’abscisse 
de convergence ) de la série (1) et lordre A de ¢~'o(¢) sur le 


(') Comparer avec les travaux cités de N. Nielsen [2], p. 239-245, et S. Pin- 
cherle [5], p. 52. 


~ he 
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cercle |¢—1|=1, que “dans le cas od X20, Mais une légére 
modification permet de compléter ce résultat. En effet, si } << 0, 
ee 


la série a, converge, et sa somme est égale a la limite de 9(¢) 
s=0 


lorsque ¢ tend vers zéro sur le rayono <¢<1. Ona done 


oe 


. a! 
li = — b 
eta) (+ 0) y as} 


‘ See 0 
par conséquent, 
t bi i 2) 
(26) Se a ae Aspe t+ As+g-+...)(1— t)§, 
t 
Sas6 
et l’ordre h’ de ete etre) sur le cercle |t—1 | =1 est juste- 


ment 
=k =X-- 1. 


On peut donc énoncer le 


- Tutortme. — Sila sériey a; diverge, onah=h—1;si elle 
s=0 
converge, \=h' —1. 
Ou encore : siX\20, onak=h—1,etsik<o,onak=A'—1. 
En particulier, si la limite o(+ 0) existe, A est toujours égal 


x : Paw ~ . 
ah’ —1, car sila série») a; diverge, onah=h’. 


en) 
1 Site) 
De méme si hZ1, ona toujours \=h—1. En effet, la série») a, 
S10 


ne peut converger que vers zéro lorsque mn augmente indéfiniment, 
et, dans ce cas, o(-++ 0) = 0, et par suite h'= h. : 

89. Le domaine de convergence de l’intégrale (19’) est un 
demi-plan ('), a lintérieur duquel elle représente une fonction 
holomorphe. Mais il ne coincide pas nécessairement avec le demi- 
plan de convergence de la série (1), Nous indiquons au para- 


(1) Cf. E. Puraamin, Comptes rendus, t. CXXXII, 1gor, p. 1396, et S. Pin- 
CHERLE [5]. 
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graphe 91 exemple dune fonction ot k ==— oo, alors que l’inté- 
gralesconverge seulement pour ¢ > 0, et, au paragraphe 98, 
lexemple contraire d’une fonction ow A est supérieur a labscisse 
de convergence de l’intégrale (19’). 
Si AZo, il résulte du lemme VIII (§ 25) que 

lim t+ 0(Z) =.0 

t—>0 
le long du rayono < ¢< 1. Dans ce eas, l'abscisse de convergence 
de lintégrale (19') est done au plus égale a A. Par contre, si \< 0, 
elle lui est en général supérieure, mais on peut y remédier facile- 
ment par la méme méthode que pour la série de Newton. En effet, 
sl —p —154<—p, onsait que les points s = 0, —1, —2, ..., 
— p sont des pdles du premier ordre pour la fonction F( 3), avec 
les résidus Ay, A,, Ag, ..., Ap, donnés par les formules (5). Or 
en dérivant la série (25) r fois par rapport a ¢, on obtient 


} .' Ns 
on? (¢) =(— 1)” aS S(s—1)...(s —rn + 1)as(1— Os”, 
S22 
et, sir Sp, il résulte dela convergence de la série qui définit A, 
que o” (¢) tend vers une limite lorsque ¢ tend vers zéro, a savoir 


gi") (+0) 
HN! La TWIG) eA F Ps 
nm! 


D’autre part, p +1 dérivations de (26) par rapport a ¢ donnent 
e 
~ 
(—i1pPeervio=t >> S(S—1).(S — P)(As41 +. Osea A343 ++.) (I— 1)! 
sp a . 
Vv m3 
(PSE) a S$ (S—1)...(8 — P +1) (@s4it Apo...) (I—2)S-P3 
n s =p 
ces deux séries sont respectivement d’ordre } +p + 2 etA+-p+1 
sur le cercle |¢—1|=1, done 


lim ¢4+s+p+1 oPtN(t)= 0, 
a) 


Il résulte de 1a que, au voisinage de lorigine, 9(¢) est de la 


forme 
n=p 
al 
(27) e(t)= SY) Ant™+ OC), 


n=0 


“ 


LA SERIE DE FACULTES. : 19k 


et, par suite, F(z) peut se mettre sous la forme 


n=p F 1 n=p 
Nal Bak ~ 
38 Reyer oor fi {2-1 th— WS a,er | ae 
ee) =) DAP STE MED eee) » ci i 
- r=0 rh At 


Vabscisse de convergence de cette intégrale étant inférieure ou 
égale ee 


V. — PROLONGEMENT ANALYTIQUE. 


90. Ici encore, on peut faire appel a l'une ou I’autre des trans- 
formations linéaires (z, 3 + 9), (iz, =) pour réaliser le prolonge- 
/ ; a3) ‘ 

-ment analytique de la fonction définie par la série (1). Nous com- 
mencerons par étudier la premiére transformation, pour laquelle 
on peut établir une formule analogue a celle trouvée au_para- 
graphe 61 pour la série de Newton. Nous allons démontrer d’abord 
qué, o étant un nombre quelconque a partie réelle positive ('), on 
a, dans le demi-plan ¢ > 0,¢ > p, 


n 


: a Cases 
(29) ere 


S80 


y [a+ (8) are (PPT) aate. + Gaeta 


(2+ e)(Z+e+1)...(s+0+5) 


s—0 


Considérons l’intégrale 


1 
== [ t2+-1(-P dt 
Bact 


‘ ) 0 


valable pour s > 0. Développons ¢~? par la formule du binome 


bras 


re= VS (ES ie, 
fl \ Sas 
3 $=0 


et intégrons terme a terme; on retrouve ainsi la formule 


* 


I 9 e(e+1) 


iy 


a a * (2+0)(+0+1) a (z+ p)(z+p—+1)(s-+p+2) ey 


wis 


(*) Dans la formule analogue de la série de Newton, on a supposé op entier. 
Cette formule serait plus compliquée dans le cas contraire. 
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et cette série de facultés admet zéro pour abscisse de convergence 
absolue. De méme, la différence n'*™* des deux membres de (30) 
conduita une série de facultés, qui converge absolument pour ¢ > 0, 


n! 


Shy 3(Z+1)...(4+ 7) 
. e(o +1)...(o0+s—1) (n+s)! 
(4+p)(4+¢e+1)...42+p+n+s) s! 


S=90 


_ Cela posé, considérons la série double 


. Uness TURES = Oe Mie 


n,S 


dont le terme général est 


z Aries an(n+s)! SSG 
Bh me Noun tts (2+o0)(6@+p+1)...(2+p+n+s) ae 
tandis que 
Uns = 0, Sis 
Elle est absolument convergente si ¢ > p, car, en posant 0, = A(p), 


on peut écrire 


p(o +1)...(9 +s—1) 
(2+0)(4+o+1)...(2+ptn+s) 
O1(P1+1)...(p1+s —1) 


as Ota in, 6 se or+1)...(¢+ 01+ 27 ey 


ou C ne dépend pas des entiers non négatifs n et s, et il résulte 
alors de (31) linégalité 


a 


3 p14-+1),..(0, + $s —1) n-+s)! 
ys [up| Cant Sets tI) .--( 01 ( 
s=0 


)(¢+Pi+1)...(¢+ O+n+s) oe 
S=0. 
C|an|n! 


ab o(o4-T)iee( Oo nm) 


Mais alors on peut intervertirl’ordre des sommations, et l’équation 


n 


nr A x 
ey ‘ ‘ 3 
> Z bn s= y ’ Un,s 


n=0 $=0 S—0 n=O 
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démontre bien la formule (29). Cette formule est encore valable 
dans tout le demi-plan ¢ >0o, ¢ >, comme nous le verrons dans 
le paragraphe suivant. On peut d’ailleurs le voir aisément dans le 
cas particuliérement intéressant ot 9 =1. La transformation cor- 
respondante est en effet 


+ 


« es ° ; 
» ass! NV (agp + ay+...+a;)s! 


hee? W3(S 1) (EHS) Med (B41) (B42) SHI)’ 


: 


et il résulte de la conver gence uniforme que la relation subsiste 
partout ot les deux séries convergent. Or il est évident que la 
série au second membre converge absolument pour ¢ >xZA, ce 
qui démontre notre proposition. 

Cette équation (32) se déduit aussi immédiatement de la trans- 
formation d’Abel (19) (§ 57). Si A< 0, elle ne présente plus le 
méme intérét car la série transformée diverge en général dans la 
bande }<o«<o. Mais nous pouvons recourir, comme pour la 
série de Newton, a l’autre forme de la hen donated d’Abel (20) 

»(§ 57). En can n= 0, elle donne ici 


EO a 


S=nt sm —1 

Y eta ide 2X eryety)..Greay 
z(3-+1).. se eS ies (@+1)(Z+2)...(2+5+1) 

S=@ WesO s * ia a. 


m! S ay 


ted Y=m+i1 . 
Z(G )inn.( Bi t-.7 ) 


Si o>), le dernier terme tend vers zéro lorsque m augmente 
indéfiniment, et il vient - 


e » co » 
. & 
s} ay 
wo nr 


x as! =* vVos+1 
(2°) Oe Ae TRESS ae ein wpe Le a a eee 


oN 
x 


ou la série au second membre converge absolument pour ¢ >i. 
Si A, = 0, cette équation est identique a (32); c’est donc seule- 
ment dans ce cas particulier que la série transformée (32) converge 
pour ¢ > A: 

D’une maniére générale, si A <—p-—1, on peut appliquer la 
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transformation (33) p fois de suite, ce qui donne 


oo a,s! A A aN ee . 

(34) » - ee ee 2 Hk x 
B(Z+1)...(4+5) Le Z+I Sp =I 
s0 } 


et la série au second membre converge absolument pour ¢ Pe 
Mais il peut arriver, comme nous le démontrerons au paragraphe 
suivant, qu’elle converge dans un domaine plus étendu. 

Suivant que 4 est positif ou négatif, l'une ou |’autre des trans- 
formations (32) ou (33) fournit un développement de la série (1) _ 
qui converge absolument dans le demi-plan s >. On supprime 
ainsi l’inconyénient que peut présenter cette série de ne pas con- 
verger absolument dans tout son domaine de convergence. La 
série transformée converge méme, en méme temps que (1), sur la 
droite ¢ =), si ).0; cela résulte immédiatement de ce que le 
dernier terme de la transformation d’Abel (19) ou (20) (§ 57) est 
du méme ordre pour la série de facultés et pour la série de Newton 
associée, et tend donc vers zéro sur cette droite. 

Mais si } = 0, il peut arriver que la série transformée diverge 
en des points de la droite ¢ = 0 ot la série (1) converge. 

4 


91. La transformation (29) peut également se déduire de l’inté- 
grale de Laplace. op étant un nombre quelconque, on peut écrire 
en effet l’équation (19’) sous la forme 


Fa)= f te+e-1 1-9 o(t) dt, 
0 . 


et la série (25) donne le développement 


t-P o(t) = y [a+ @ieccn. Ge ees yay) (1— t). 


sav 


Si ¢ est suffisamment grand, on peut justifier aisément l’intégra- 


tion terme a terme, et l’on retrouve ainsi la formule (29), ot 9 est 


maintenant tout a fait arbitraire. Désignons toujours par A Vordre 


” 
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-4 oe pos ise Pane ) 3 =A 
de ¢~'o(¢) sur le cercle | ¢ —1| =1, et’soit h, ordre de ¢-?—! 9(¢) 
sur ce cercle. Les lemmes sur l’ordre d’un produit de deux fone- 
tions nous fournissent alors les inégalités suivantes entre h et hy : 


SE A200" et R(o) 2 0, ona hgpSh+R(p); 


» he 0 AR(o) <0; » ho ih, 
r~ how Alo) 20, » hp R(p), 
De WALCO Se oa ((O)) ce O} » ho <le plus grand des 


nombres h et Re). 


D’autre part, le théoréme du paragraphe 87 nous apprend que 
-Pabscisse de convergence i, de la série au second membre de (29) 
- est telle que 
~ Ao + Ap) Shp—t. 


Done si A20, on a surement 


Ao SA pour R(¢e)20, 
Ap SA— A(e) » Ro) <0. 


Si} <0, avec — p —154<—p, on peut reprendre le raison- 
nement précédent avec l’intégrale (28), et ’on obtient un dévelop- 
~pement, ayant la forme de (34), 


} 


Ag A bss! 
36 F(z) = — tae sf - p 
8) (4) gies Et Pp Meee PHI. EH OFS) 


7 


Le réle de ¢—'g(¢) est alors rempli par 


n=p 


p(t) — >» Ay oe 
91(t) =24 ' n=0 
t t 
dont l’ordre sur le cercle |¢—1|=1 est le méme que celui de la 


fonction 


p(t)— Ag g(t) —9(+0) © 
t = t : 


c’est-a-dire ce que nous avons appelé h’. Mais alors, on a eutre 
Vordre h, de t~?-'o,(t) et h’ les mémes inégalités que plus haut 
entre A, et h, et maintenant h’=)-+1. Par conséquent, labs- 


. he in” Se hs oe =” 
» . ~ eS x ms ( Ls * ga 
— . <= 
" . 
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cisse de convergence i, de (36) vérifie encore les mégalités (35). 
On peut done énoncer le _ 


Tutorbis. — La fonction F(z) définie par la série (1), d’abs- 
cisse de convergence i, admet toujours un développement de la 


* forme (' ) . 
2 
ye : A A» = &.s! 
(366%s) F(s)= sek Sa Neos ‘N — A, 
z Rp dad (2+ G)(S+O+1) (E+ OS) * 
sO 


ov p est un nombre arbitraire, et dont Vabscisse de conver- 


gence h, vérifie les inégalites : ~ 
Ap SA si KR (®)29, * i 
- 


Lorsque \ est négatif, les deux transformations (29) et (36) 
sont valables, mais, pour (99), on ne peut affirmer qu'elle con- 
verge, que dans le demi-plan s >> 0, Cest ainsi que la série de 


facultés ‘ ; 
” . ; a 
i-1 &. gas! 
SoS Beker Shee | 
he Jy ree dei 2(2 +1)... 18S) S 
s=0 ~ 
admet l’abscisse de convergence \==— o, tandis que la transfor- 
‘mation (32) donne — ‘ . 
1 pot . $! wa 5 acting © “> 
,dt = N SLE ET A Bee 
Fl Me ot Fat EE) RMS SET ashi 


dont l’abscisse de convergence est égale & o, Cela etait d’ailleurs a | 
prévoir car si cette abscisse avait été négative, cette dermiére série 
aurait représenté une fonction holomorphe a Vorigine. : 

Si & (9) > o, le développement (36 b¢s) converge dans un demi- © 
plan au moins aussiétendu que le domaine “de convergence de la 
série (1), mais laceroissement du domaine n'est pas arbitraire, et 
Von peut lui assigner une limite supérieure. IL suffit de suivre un 
raisonnement analogue & celui exposé au paragraphe 73 pour la 


4 * 


oe — a =" oe ~~—-- ooo 


(") Les Ay, Ay, ..., Ay sont tous nuls si A> o ou si, A stant négatif, les points 
0, =1,. ., =p sont des points réguliers, 
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série de Newton, Supposons, pour fixer les idées, p réel (') 20, et 
soit d’abord } > 0, UH résulte du lemme III (§ 23) et de Videntité 


e(t) _ 4p EP @(t) 


" t t 


que lordre =a “de 2 est au plus égal a hy. Donc Jigen, et le 


théoréme du paragraphe 88 nous permet d’affirmer que 


Kose stakes fe, 


c’est-a-dire que h, = — 0. 4 
Sit <0, il suffit de raisonner sur la formule (28) comme nous 
venons de faire avec t“'9(t), et on peut écrire, quel que soit i, 


la double inégalité ‘ 


(38). : h—p Sp SA 


od d, désigne toujours l’abscisse de convergence du développe- 
ment (36 bis). 
En désignant par e un nombre positif, on voit de méme que 


No— € SApseSro, 
done hy est une fonction continue et non croissante de ¢. 

I] va sans dire que s’il se trouve un point singulier sur la droite 
de convergence de la série (1), on a do =) quelque grand que 
soit 6, un pole omple d’affixe 0, —1, —2,... faisant toujours 
exception. 

Ici encore, A, peut atteindre sa limite inférieure. I] suffit pour 
cela que iene de ¢-'9(t) 4 Vorigine soit inférieur a son ordre 
sur le cercle |t—1|=1. Par exemple, si l’ordre de ¢~'9(¢) au 
point t=o est J, +1 avec o< dy <A, on a Ag =)A—p pourvu 
que oSoSih—J), car la multiplication par /~? augmente seule- 
ment l’ordre au point ¢—o, et non aux autres points singuliers 


de o(t). 


(1) Cette hypothése suffit pour réaliser le prolongement analytique, mais il 
peut étre essentiel de considérer des yaleurs complexes de p. C’est ainsi que, dans 
l'étude des solutions des équations aux différences finies, on est conduit a prendre 
pour o les racines d’une certaine équation algébrique. 
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92. La transformation (z, s-+ p) est absolument équivalente a 
ta méthode de sommation de Cesaro (par les moyennes. arithmé- 
tiques), répétée p fois, et dont H. Bohr a fait un usage étendu 
dans l’étude de la série de Dirichlet. Il résulte en effet de cette 
étude que, si Ap, >>o, la série de facultés, ainsi que les séries de 
Newton et de Dirichlet associées, sont sommables d’ordre p dans le 
demi-plan ¢ >> },, mais non pour ¢< A,. Le nombre i, apparait 
ainsi comme I’abscisse de sommabilité d’ordre p.. 

Etant donnée l’analogie entre les trois séries associées, on pour- 
rait étre tenté de croire que la relation (sous forme d’inégalités) 
qui existe, entre l’abscisse ), et’l’ordre de grandeur de la fonc- 
toon F(z), pour les séries de Newton et de Dirichlet, doit se 
retrouver chez la série de facultés. I] n’en est rien puisque, la série 
déduite de la transformation (s, s+ p) étant encore une série de. 
facultés, les relations (7) subsistent a Vintérieur de tout demi- 
plan ¢2), + 6 >id,. En particulier, la fonction F(z) reste bornée 
dans le demi-plan «=, +65, quelque petit que soit le nombre_ 
positif 6. Pourtant, il est assez curieux que l’on puisse accroitre le 
domaine de convergence en diminuant l’ordre de grandeur de la. 
fonction; nous démontrerons en effet dans le paragraphe 101 que 
F(z) 


_Texistence du développement (1) entraine que la fonction 


BP 


admet un déyeloppement de la méme forme, convergent pour 


TLS ARO: ; 

93. La transformation (z, z +p) que nous venons d’étudier ne 
s'applique qu’aux séries de facultés qui convergent pour des 
valeurs suffisamment grandes de la variable, tandis que l’autre 


7 i : : z ye 
transformation linéaire ( z, ~ }? non seulement permet d’étendre 


le domaine de convergence dune telle série, mais s’applique 
encore 4 des séries toujours divergentes. On rencontre, dans 
létude des solutions des équations aux différences finies, des 
séries de facultés partout divergentes, mais qui sont sommables a 
Vaide de cette transformation; et le calcul effectif de certains déve- 
loppements conyergents peut s’obtenir le plus aisément par l’in- 
termédiaire de telles séries dont on peut faire ainsi un usage légi- 
time, ain 

En outre, cette transformation permet de prolonger la fonc- 


‘ 
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tion F(z) plus loin que la précédente, et, ce qui est particuliére- 
ment remarquable, réalise ce prolongement analytique jusqu’a 
“une droite g=/ qui peut se déduire de propriétés analytiques 
simples de cette fonction. 
Pour établir cette transformation par une premiére méthode, 
nous partirons de l’intégrale . 
ail 


— | 2-1 dt, 


0 


ale 


convergente pour ¢ > 0, et de ses différences finies par rapport 
anes : 
s! 


\ 
= 1) —37¢ )S at C=O rl eo) est clans 
2(2+1)...(s+8) ie ( Lee atta tee 


# 


elie 


Effectuons alors le changement de variable ¢=€°%, w étant un 
nombre plus grand que 1. Il vient 


(39) — £ f'e(-8) 


B(Z+-¥).4.(2 +S) rot 


$ 


dé, 


et cette intégrale se développe aisément en série de facultés par 
rapport a la variable =. On a en effet, par la formule du binome, 
» 


sie Joel es eae (4)'+... 


w 2! 0) 


(» —1)(2w —1)...[(n—1) 0 —1] (SE)" +. 


n! 


+ 


ou le coefficient de (1 — eye est positif parce que © >1. La puis- 
sance s*™ de cette série est un développement de la forme 


(40) (288) = ¥ uptaya— 


dont Tes coefficients Y'*’(w) sont des nombres positifs. Ces coeffi- 
cients satisfont en outre, en vertu de la formule (1) du Chapitre IIT, 
a Pinégalité 


ou ¢ est un nombre positif arbitrairement petit. En portant la 
série (40) dans l’équation (39), et en intégrant terme a terme, on 
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obtient 


s! a. US(w)orn! 
(41) FPEG REET ae ae 


n=s 


et linégalité relative aux )“%’(w) montre que cette série converge 
absolument pour ¢ >>—1. 

Cela posé, il est facile de transformer la série (1) en une autre 
série de facultés comportant la nouvelle variable =. Considérons 


en effet la série double 


de terme général 
A.V (w) wn! 
OF ls Gi eer eee 
B(Z+)...(2+ nw) 


Ce terme vérifie Vinégalité 


[asl YP (worn! 
|ojJo+w]...Jo+nol * 


rh, 
un ets 


et par suite, en vertu de (41), 


an 

S least Wetec ee dees 
“= oll oar. jot+s| 

n=0 


Cette série double est donc absolument convergente sig > 4, et la 
permutation de l’ordre des sommations 


Ce 4) a nm 
. > uns = . . ln,s 


S== 0 == 0 == 0S =) 


fournit la relation 


i) a 


ass! bbws! 
(42) Disp Ta) SO 


- s0 S=8 


valable pour ¢ >u, ¢ > —1, et of l’on a posé 


bs = YS (w) az + YL (w) ag +... + YO (Ww) as, S08 
Ke a. 


Remarquons que les coefficients b, ne dépendent que d’un nombre 
fini des coefficients as. 
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Il résulte de la que toute fonction F(z) représentable par une 
série (1) admet encore un développement de la forme (42), 
w étant >1; et ce développement converge absolument si ¢ > Ly 
-¢ >—1. ha derniére de ces conditions, introduite pour assurer 
la convergence de (41), est d’ailleurs indispensable, car si la série 
en question convergeait pour ¢< —1, elle représenterait’ une 
fonction holomorphe au point. z=—1, alors que la série (1) 
admet en général un péle simple en ce point, s’il est A l’intérieur 
de son domaine de convergence. Quant a l’autre condition de 
convergence ¢ > wu, nous allons voir qu’on peut la rendre moins 
restrictive, en établissant maimtenant la transformation 4a l’aide de 
Vintégrale de Laplace. Nous verrons en méme temps que la série 
transformée cesse généralement de converger quand w prend des 
valeurs complexes, ou inférieures a 1. 

1 

94. Posons t= £&, avec w >1. C’est la transformation inverse 

de celle que nous avons utilisée au paragraphe 73 pour la série de 


1 

Newton. Done la fonction (2°) sera holomorphe a l’intérieur du 
cercle |§ —1|—1 et sur la circonférence de ce cercle, l’origine 
étant exceptée. Bien plus, ceci se réalise, pourvu que w soit suffi- 
samment grand, si o(¢) est seulement holomorphe a l’intérieur 
d’un secteur circulaire de sommet 0, comprenant le segment oS¢S1, 
d’angle au sommet arbitraire et de rayon >1, et telle que l’on ait 
uniformément a l’intérieur de ce secteur 


(43) lim Eee 
t—>0 


x étant un nombre non négatif. 
Placons-nous dans ce cas plus général, et considérons l’inté- 
grale 


(44) sf t-19(t) dt, 
0 


ot l’on a pris arg¢t =o sur la ligne d’intégration. Elle est certai- 
nement convergente si ¢>~x, et définit dans ce domaine une 
branche d’une fonction analytique F(z). Avec la nouvelle va- 
riable &, elle s’écrit 


(45) F(z) = £m dee) as 
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L 


Si w est suffisamment grand, o( ¢*) étant holomorphe dans le = 


cercle | —1|—1, le théoréme du paragraphe 87 nous apprend 
que lintégrale (45) est représentable par une série de facultés, 


5 4 . z - @ 
relaivement a la variable ~, dont l’abscisse de convergence — 
(0) ; 
w . 7 : E o 
est telle que —— -k1 soit au. plus égal a l’ordre de & ‘o(e*) sur 
le cercle |§—1|=1. Or cet ordre se confond avec Vordre au 
point § = 0, et comme (43) s’écrit encore 
Mi aS 
im Boe?) =o, 
é—>0 
€ tendant vers zéro a l’intérieur du cercle |§—1|—=1 ou méme le 


long de ce cercle, il résulte du lemme XI (§ 25) que 


On obtient ainsi pour F(z) un développement de la forme 


oO 


| 
(46) Fis)= >) vss 


2(2+w)...(2+ sw) 
s=0 


d’abscisse de convergence (') A(w) Sx. 
Si F(z) est définie par une série (1) d’abscisse de conver- 

gence A> 0, les conditions précédentes se trouvent largement 
réalisées, et ona x=) + <, ¢ étant positif et arbitrairement petit, 
done A(w)<k. D’une maniére générale, le développement (46) 
converge si ¢>hA,, ¢>0, A, étant Vabscisse de sommabilité 
dordre p de la série (1). Cela résulte immédiatement de ce que, 
2 Vy, oe 
sl Le est le plus grand des deux nombres i, et 0, Ap Pat est 
au moins égal 4 lordre de ¢-?~'(t) sur le cercle |¢ —1|=1, et 
par suite ; 

lim t4p+£9(t) = 0, 

t—>0 


¢ tendant vers o le long d’une courbe non tangente au cercle; nous 


nous retrouvonsainsi dans les circonstances initiales, avec x= Ors, 
donc (46) converge pour ¢ > X’,, quelque grand que soit p. Lorsque 


é 


(1) C’est-a-dire que la série converge ou non suivant que ¢>A(w) ou c< A(w), 
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Pp augmente indéfiniment, la suite des nombres non croissants p 
tend vers une limite i,,, et nous pouvons conclure que la série (46) 


. . a WG 
est convergente pour s ate o¢>o. La transformation (s, = 


permet done de prolonger analytiquement la fonction définie par 
la série (1) au moins aussi loin que la transformation (3, z+), 
pourvu que ),, ne soit pas négatif. 


Remarquons encore que notre démonstration est basée sur les 
4 


seuls faits que o(°) est holomorphe a lintérieur du cercle 
|= —1]=1 et sur la circonférence de ce cercle, lorigine exceptée, 
avec un ordre fini positif en ce point. Done elle peut s’appliquer, 
méme avec certaines valeurs de w plus petites que 1, si 9(¢) est 
holomorphé dans un domaine qui comprend le cercle | ¢—1|=1 
a son intérieur, sauf peut-étre ¢=o. Et lon peut résumer les 
résultats précédents dans le 


Tutoreme. — Si 9(t) est une fonction holomorphe dans un 
secteur circulatre de la forme susdite, assujetti a la seule con- 
dition de comprendre le segment 0,1, et y satisfatt a la con- 
dition (43), tl existe un nombre ® non négatif tel que Vinte- 
grale (44) admette un développement en série de facullés de 
la forme (46), convergent pour go >x, pourvu quelonait w>Q, 
tandis qu’un développement pareil n’existe plus pourw <Q. 


Q est la borne inférieute des nombres w tels que ¢(¢) satisfasse 


aux conditions susdites dans image que donne du cercle | gcey (aed 
ih 


la transformation ¢t = ee. Nous savons que siw >Q, F—o est le. 


1 

seul point singulier de o(t); mais pour w = Q, il n’en est plus 
ainsi en général, et le développement peut méme ne pas exister; 
en tout cas, s'il existe, son domaine de convergence est au plus 
égal a celui que donne w >Q. D’une maniére plus précise, 11 
existe dans ce cas, sur |§—1|==1, un nombre fini ou infini de 
points singuliers; si l’un au moins de ces points est d’ordre + o, 

1 
le développement n’existe plus; mais si _(E) est encore d’ordre 
fini sur le cercle, cet ordre sera généralement plus élevé qu’avec 
w >>Q, et Vabscisse de convergence dépend, non de l’ordre au 
point § = 0, mais de l’ordre total sur le cercle de convergence, 
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95. Du fait que les deux transformations (4, 2+ 0) et («, =), 
appliquées a une série (1), donnent aie des séries de facultés, 
le prolongement analytique qu’elles réalisent ne peut étre valable 
que dans des demi-plans, de sorte que l’avantage qu’elles pré- 
sentent au point de vue de la forme est compensé par leur impuis- 
sance a prolonger la fonction F(z) définie par (1) dans tout le 
domaine ot ce prolongement est possible. La droite limite ¢ =(/a 
laquelle on est ainsi arrété, joue ici le role de la,circonférence du 
cercle de convergence d’une série de puissances; et l’on peut se 
demander s’il ne correspond rien a la formule de Mittag-Leffler 
pour représenter une fonction définie par une série de puissances 
dans toute l’étoile ou lon peut en obtenir un prolongement uni- 
forme. La réponse est affirmative. Etant donnée une fonction F(z) 
définie par la série de facultés (1), on peut tracer a partir de chaque 
point singulier, et a gauche, une demi-droite paralléle a l’axe réel. 
Le plan ainsi découpé constitue une étoile, et la branche uniforme 
que l’on peut définir dans cette étoile, par prolongement analy- 
tique de la fonction F(z), peut étre représentée, dans toute cette 
étoile, par la formule suivante (') de Mittag-Leffler [1], générali- 
sation de l’équation (19) : 


ee 4 


> { ; ews 


a—>0 


96. Nous allons appliquer les conditions précédentes a un cas 
paruculier qu’on rencontre dans la théorie des équations linéaires 
aux différences finies. Soit (2) une branche d’une fonction analy- 
tique, holomorphe sur l’axe des nombres positifs entre o et 1, et 
admettant au voisinage de ¢ =o une représentation de la forme 


i=? 


ge lg SY {Yeo 4) + Yin (t)log t+. + bir;(t)logrc}, 


V0) 


les Y;.(¢) étant holomorphes a lorigine, avec tous les 4;,,(0) 40 
(t=1, 2,..., p). On suppose en outre qu’au voisinage de t= 1, 


(1) La question du prolongement analytique, dans I’étoile principale, d’une 
fonction défiuie par une série de Dirichlet, a été résolue par M. Riesz (Acta 
“mathematica, ts XXXVII, tg11, p. 253-290). 
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v(t) est de la forme Fe . 
. -  o(t) = (1— t)B9(t), 


o(¢) étant holomorphe et non nulle au point ¢==1. Enfin, les «; 
et 8 sont des nombres complexes quelconques, avec, pour fixer les 
idées, 


HA 


R (a) <A (a2) SRK (as) 


Soit C le lacet composé de axe des nombres positifs entre o 
et 1—e, et d’un petit cercle de centre + 1 et de rayor assez petit 
_ pour ne contenir aucun autre point singulier ae t =1. Considé- 


U(Z)-= fee dt, 
C 


C étant parcouru dans le sens positif. Si w est un nombre positif, 
4 


la transformation ¢ = £°, ot ladétermination de € est réelle le long 
de la premiére partie de C, donne de C une image de méme forme 
que l’on peut ramener a C par une déformation continue sans 
franchir aucun point singulier. Notre intégrale devient' donc 


(47) ae paces [OMe )ae 


rons Vintégrale 


* 


1 
Choisissons w assez grand pour que (2) soit holomorphe 
dans le cercle |& —1 | B= 1-éL sur ee, cerclé, en exceptant —E—o 
et§€—1. AVintérieur du cercle, cette fonction admet un dévelop- 
pement de la forme 


“ 


(48) (go PG Relt ate {Ao-+ Ag (1—§) + Ag (1—§)?-+...}, 
avec, par hypothése, Ay 4o. Or il résulte de ce que nous avons 


1 
vu au paragraphe 26 que l’ordre de »(°) au point § = oest 


h=—a(%), 
WwW 


donc il en est de méme de (&), et, par suite, 


(49) | A,,| ee Oj tar Caa 


On peut porter le développement (48) dans (47) et intégrer terme 
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aterme, car le terme général de la série 


n 


Sis 


es 
ERs | at 


s=0 
est, d’aprés (49), inférieur a Ce eo On trouve ainsi 
; r(2 1p +1) 
ae) — can't) °) jas pris sree 
r (; + 0+ ') ; 
fh . (8 +1)(8 +2)? 
+ Ag 


(4+ 08+0)(2+08 +20) 


Ce Cyitr g 


ot la série de facultés converge absolument si s > — (a). 


VI. — PROBLEME DE CONVERGENCE. 


97. Nous avons déterminé au paragraphe 94 des conditions suf- 


fisantes pour que l’intégrale 


ail 


(50) F(z) = | t2T9(t) dt 


=10: 


admette un développement de la forme 


C7 


aswss! 


: Hees wl 
(51) ES) SO pon rst 


Su 


Inversement, considérons une fonction F(z) définie par un tel 
développement, d’abscisse de convergence i. La série (51) étant 


une série de facultés relativement a = nous sayons que cette fone- 


tion est représentable par une intégrale de Laplace 
I bed 1 
I (a Se Sp ~!| — 
Fis) =— f 5° o() ae, 


1 
o(e) désignant une fonction de E holomorphe a lintérieur du 
1 


s 
cercle |§ —1|=1, et telle que E-1 o(e) soit d’ordre —-+1 sur ce 
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cercle; et ’on a en outre : P 


a 1 X+1 o st gies 
elm) = {coe Fes Tyea)iay 


WT 


ou x est un nombre positif quelconque supérieur a i. En revenant 
1 


ajla variable ¢ = §°, on obtient donc une intégrale de la forme (50), 


ot: la fonction -. 
I X +10 
(52) o(t) + — t-2F (2) dz 
cn f oy ae ge 


est holomorphe dans un secteur de sommet 0, de la forme définie 
au paragraphe 94, et telle que, 4 Vintérieur de ce secteur, 


“(53° lim 2%@(t) =o. 
t>0 


Nous savons quil résulte également de (51) que 


(54) Ea ee 


% Br 


? 


u(s) étant une fonction holomorphe et bornée pour 2x. Si 
nous rappelons encore l’expression de o(t) a Vaide de la variable 


x£—log-= 
= logs. 


(55) e)=f@)= x fet F(«)de, 


la fonction f(x) est holomorphe dans une bande ABCD de la 
forme ci-dessous, comprenant a son intérieur l’axe des nombres 
positifs (y compris =o), et d’ailleurs de largeur arbitraire- 
ment petite. 


Mais en remarquant que la condition (54) suffit pour pouvoir 
exprimer la fonction F(s) par une imtégrale de la forme (50), 


> 
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convergente pour.¢2%, on voit que les deux conditions (53) 
et (54), ou g(¢) est définie par (52) ou (55), entrainent les condi- 
tions suffisantes du paragraphe 94, et l’on peut énoncer le 


Tutorime. — Pour qu'une fonction F(s) puisse étre repré- 
sentée par une série de facultés de la forme (51), il faut et tl 
suffit : . 


1° Que F(z) admette une représentation de la forme (54), 
u(s) étant une fonction holomorphe et bornée dans un demt- 
plano2x>o. P 

2° Que la fonction f(x) définie pour les valeurs positives 
de x par l’équation (55) soit une fonction analytique de x, 
_holomorphe dans une bande telle que ABCD et satisfaisant, 
uniformément dans cette bande, a la condition _ 


(56) E lim e-** f(a) =0. 
xr>n 


= 2 > © 


En choisissant » suffisamment grand, la série sera absolument 
convergente pour ¢ >~x. Les deux conditions de cet énoncé ne 
sont d’ailleurs pas tout a fait indépendantes lune de |’autre. 


98. Pour déterminer l’abscisse de convergence de la série (51) 
obtenue, nous savons utiliser les coefficients de cette série, ou 


( 


Vordre de la fonction aah, Mais peut-on la déduire de propriétés 
r P prop 


analytiques simples de la fonction I'(z) donnée? Cest en cette 
question importante que consiste le « probléme de convergence », 
et nous allons voir qu’on peut y répondre, tout au moins avec une 
approximation que l’on peut rendre aussi grande que |’on veut en 
prenant w suffisamment grand. 

Supposons que nous sachions de la fonction F(z) qu’elle 


admet : 


1° Une représentation de la forme (54), w(s) étant holomorphe 
et bornée dans le demi-plan ¢2/ > 0. 
2° Un développement en série de facultés (1), convergent 


poured = beet. 


La deuxiéme hypothése nous apprend que la fonction généra- 
trice 6(¢) est holomorphe dans le cercle | ¢—1|=1 et que l’ordre 
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de ¢~—'9(¢) est au plus égal A L+ 1. On en conclut qu’on a unifor- 
mément, quel que soit ¢ positif, 


(57) himvek"89(¢)-<= 0; 
¥ t>0 ~ 
dans l’angle — “— -Sarg $5 Sm) sétant positif et trés petit. 


D’autre part, la premiére Pepe nous permet de représenter 
t) par ’intéegrale (52) prise le long de ¢ = d, ce qui donne 
eee 8 P song sO 
. l+io 


(58) o(t) = ay + of 


27U 


uU(z 
ph) as; 


| (3) | restant borné le long de la ligne d’intégration, cette inté- 
grale est absolument convergente, et ‘Yon en déduit que, le long 
i Vaxe des nombres positifs, 


© ee 


(59) lim ¢@+< o(t)= Oo. P 
t>0 
Il résulte alors des équations (57) et (59), d’aprés le théoréme 
connu de Phragmén-Lindelof que nous avons déja utilisé 4 plusieurs 
reprises, que l’on a, uniformément dans l’angle 


ee < Be 
== 9m —-— 4, 
A ee. 2 ! 


—l 
hoes |e | 
"15 


a" 


Or ely) Oy 


lim r 
r>o 


ou encore, w étant un nombre >1, que l’on a, uniformément 


; T 
dans l’angle — < Sargés = 


/+e+(L—J): Be 
lim — a © 5) = Oe 


E>0 


. é 
L’exposant de & étant positif, et o(e®) étant holomorphe sur le 
cercle §—1|=1, =o excepté, le lemme XI (§ 25) nous 


apprend que ordre de.§-'o (a) sur ce cercle est au plus égal a 


i+2e+(L—l):o 


2} 
i) 


par suite, F(z) admet un développement de la forme (51), conver- 
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Bieoy/ . 
gent pour ¢ > pose orange On peut donc représenter F(z) parun 


développement de cette forme dans tout demi-plan 


621+ 6>1, 


en prenant « suffisamment grand. C’est le résultat que nous avions 
envue.. . 

On peut méme démontrer quelque chose de plus : si la fonc- 
tion u(z) est encore holomorphe dans une bande ly <o</, sans y 
étre bornée, elle ne peut y étre d’ordre fini par rapport a l’or- 
donnée. En effet, si elle était d’ordre fini, il existerait une cons- 
tante c telle que 


p(otit)= Os), USeSh, 


et par suite, en vertu du théoréme de Phragmén-Lindeléf, un 
nombre Zy (4, << lg < @) tel qu’on ait uniformément 


uot it) = O79), issa<l, 


§ désignant un nombre compris entre o et 1. Mais alors, on ne 

change pas l’intégrale (58) en remplagant / par /,, et le méme 

raisonnement que plus haut montre que le développement (51) 

converge pour o > /,-+¢, et par suite que (3) est bornée dans 

le domaine ¢ > /,-++ ¢. On est ainsi conduit a une contradiction. 
Nous pouvons résumer ces résultats dans le 


Tutoreme. — Si F(z) est une fonction analytique 


1° holomorphe et bornée dans le demi-plan s2l+-<>0, 
tandis que l’une au moins de ces conditions cesse d’étre rem- 
plie dans la bande l—e<a<l+e, quelque petit que soit «, 

2° développable en série de facultés de la forme (1), conver- 
gentle pourg >L >, ; : ’ 


elle se représente par une série de facultés de la forme (31), 
avecw>1, dont l’abscisse de convergence h(w) vérifie la double 
inégalité 

L— L 


W 


(60) VSX6SyST = 


Cette abscisse de convergence tend done vers l quand w aug- 
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mente indéfintment. En particulier les relations (7) sont unt- 
formément satisfaites dans le domaine o > l-+-s, 


Nous pouvons méme ajouter que si (3) est holomorphe dans 
la bande (,So5/, elle n’est pas d’ordre fini par rapport a lor- 
donnée dans cette bande. ‘ 

L’inégalité (60) est d’ailleurs aussi précise que possible, car )(w) 
peut effectivement atteindre sa limite supérieure, comme va nous 
le montrer l’exemple suiwant. 

Considérons la fonction définie par lintégrale de Laplace 


: 1 
Ez) =f: t2—/-A ety log? ¢ dt, 
0 


“ 


fet y étant des nombres positifs. Nous avons vu au paragraphe 68 
qu'elle est entiére et bornée dans le demi-plan s > /-+ ¢; d’autre 
e=ene!. on a 


part, en posant ¢ 


Pel =- (14207), 


est d’ordre. 


Olt 
ep 
t 


l+-1-+ ny sur ce cercle. En vertu du théoréme du paragraphe 87, 
cette fonction F(z) admet donc un développement de la forme (1) 
dabscisse de convergence = / + ry. 

On voit de méme que l’ordre de ¢-?—'4(¢) sur le cercle de con- 
vergence estl+p-+1-+ ny, sip est positif, donc onaici\p=/l-+7y, 
quelque grand que soit p, et l’on ne peut prolonger F(z) par la 
transformation (z, z-++¢) au dela de la droites =i, =14+ 7. 
Pourtant les relations (7) ont lieu dans tout le domaine s > / + «. 


; ; ‘ : B 
Si maintenant nous avons recours a la transformation (2, =), 


w 
1 lL 2vY 
Jetel@) [ar Crete), 


et nous obtenons un développement de la forme (51), d’abscisse 


nous ayons 


de convergence | 
A(w) = d+ =f, Owe 


C'est la limite supérieure fixée par (60), ou L=/+ xy. La limite 
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inférieure / des A(w) n’est d’ailleurs jamais atteinte ici, et la série 
cesse de converger pour ¢ = / car F(z) devient d’ordre exponen- 
tiel A gauche de cette droite. 


99. Ce qui précéde nous conduit a faire les remarques intéres- 
santes suivantes. Nous avons vu que, pour une série de Newton, 
lordre de grandeur de F(z) permet d’assigner des inégalités assez 
précises aux abscisses de convergence A, A,, dy, «.., et que l’abs- 
cisse A, se détermine méme exactement a l’aide’ de propriétés 
analytiques de cette fonction ('); par contre, pour une fonction 
définie par une série de facultés, rien ne distingue en apparence 
le demi-plan de convergence des demi-plans ¢ >),, ou méme du 
demi-plan ¢ > i,. Bien plus, alors que pour la série de Newton, la 


: B ous - . 
transformation (z, 2) conduit a des développements dont l’abscisse 
163) 


de convergence 4(«) se détermine a l’aide de propriétés analytiques 
simples de la fonction, ici, au contraire, la fonction se comporte 
de maniére tout aussi réguliére dans la bande /< + << i,, que dans 
le demi-plan ¢ > i,.. Il semble donc que la droite ¢ =}, joue un 
role bien moins essentiel pour les fonctions représentées par les 
séries de facultés que pour celles représentées par les séries de 
Newton. Mais il serait intéressant d’approfondir cette question. 


100. La fonction F(z) définie par la série (51) est en général 
singuliére a l’infini. Dans ce cas, son développement taylorien est 
divergent, mais il représente cette fonction asymptotiquement dans 
le domaine de convergence de la série. En effet, considérons l’ex- 


pression de F(z) a laide de f (x) 
(61) F(z)= f e==f(x) de, 


J (a) étant donnée par l’équation (55). En substituant& F(z), dans 
cette 6quation, son développement limité 


Saat 1 


towss! 
F(z) = > 2( = + Rals), 


B+ W)...(3+s5w) 


sO 


(‘) A cet égard, H. Bohr a démontré des propriétés analogues pour la série 
de Dirichlet. 
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. ; “i age t . . 5 ‘ 
et en intégrant terme a terme, il vient, d’aprés (24), 


S74 eeepe 


S(«) a > asim evry f ew2 Ry (2) dz, 


$= Wis ge 


On en déduit expression des dérivées d’ordre p inférieur an 
s$a=n—1 


HX-bd 
f(a) = DP) me Gs(1— e Wx )s ral er2 gaPR ns) az, 
x—iw 


s=0 - 


et Vintégrale est absolument convergente car, d’aprés (7), 
eet Rae) reste borné le long de ¢ — x. Or, quand x augmente 
indéfiniment, le premier terme du second membre tend vers zéro 
et le module de l’intégrale reste inférieur 4 Ce*”, donc on a, pour 
toutes les dérivées deft); 


(62) Nims eS) 72) a) Ss One as OF =O), 2. 
x> 


Pere PLC | 


x s éloignant a l’infinrle long de l’axe des nombres positifs. 


Cela posé, I’ milégrale (61), o4 o> x, donne, par intégration par 
parties, ; 


(63) F(z \= oe Dike: oe ‘a ae oe 4 ff ese pin a) de. 


f(a) admettant en général des points singuliers a distance finie, 
cette série est généralement divergente, mais, d’aprés (62), on 
peut écrire : 


| f(™ (x) | < Gelt+e)x 
le long de la ligne d’intégration, et par suite 


of e—2x F(t) (a) dee| 2 ae . 
0 m 


(iS ae 3 


Cela démontre bien que la série (63) représente F(z) asympto- 
tiquement, quand z tend vers l’infini dans le domaine o >x-« 
On voit donc que F(z) donne naissance a une série de puis- 
sances divergente, dont on pourra faire un usage légitime en la 
transformant en une série de facultés. Cette trarisformation, trés 
facile a effectuer, a déja été indiquée par Strling (') [2]; c’est 


(*) Comparez aussi Jensen [3], S. Pincherle [5], N. Nielsen [2]. 


214 CHAPITRE VI. 


la peut-étre la meilleure méthode de sommation, surtout quand il 
s'agit d’un calcul numérique de F(z) pour les trés grandes valeurs, 
de z, car la série de facultés converge alors rapidement, quand on 
choisit w convenablement. Une étude approfondie de la série 
asymptotique (63) a été faite par G.-N. Watson [1, 2] et F. Nevan- 
linna [{, 2]. 

L’expression (63) montre encore qu'il y a une relation étroite 
entre la représentation d’une fonction par une série de facultés et 
‘Vimportante méthode de sommation exponentielle’ de E. Borel. 
D’aprés la définition de E. Borel [2, 3], la série divergente 

‘ 


Ao Ay Ag . 
Be SS geet aire deur ance 


est absolument et uniformément sommable si la fonction associée 


Ay Az A 
fiz) =Ai+ *te+ 4 se see hoes 


est holomorphe dans un angle comprenant l’axe des nombres posi- 


tifs, et si ’on a uniformément dans cet angle | a 
(64) lim e—** flr)(a@) = 0, [Ne O I N 


xe>o 


La somme de la série est alors, par définition, 


raat f eas(2)de= fi emfizyar, 


Si lon change légeérement la définition de E. Borel par la substi- 
tution, a langle, de la bande susdite ABCD, ce qui ne présente 
aucun inconvénient, on voit que les fonctions développables en 
série de facultés de la forme (51) sont les mémes que celles que 
donnent naissance a des séries de puissances de la forme (63), 
généralement divergentes, mais absolument et uniformément 
sommables. Ou, plus exactement, c’est la, fonction que E. Borel 
attribue a la série divergente comme somme, qui admet le déve- 
loppement en série de facultés. On connait l’application impor- 
tante que E. Borel a faite de sa méthode de sommation exponen- 
tielle a la théorie des équations différenuielles algébriques. Pour 
les séries divergentes qui satisfont formellement a ces équations, 
les conditions (64) sont satisfaites dans un angle fini, de sorte que 
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_ les solutions correspondantes se représentent par des séries de 
_ facultés convergentes ('). 


VII. — APPLICATION DES OPERATIONS FONDAMENTALES DE L' ANALYSE. 


~ tn x + « 


101. Multiplication. — La série de facultés se préte remarqua- 
blement aux opérations fondamentales del’ Analyse, et une théorie 
ne saurait étre compléte sans une étude de ces opérations. L’ad- 
dition et la soustraction ne présentent aucune difficulté. Nous com- 
mencerons done par étudier comment se comporte la série de 
facultés relativement 4 la multiplication, et, dans ce but, nous 
établirons tout d’abord quelques lemmes. 

Etant données une série de facultés (1), et sa transformée par 
(4,%+p+1), 


oo , n 


a,s! S\\(a) s! 
_ (65) ———— (3 -+'s) = LGestpanee eto Gat Sony 


s=0 


nous savons que > 
(p) [60 Gi ty 
(66) se) = ; ) ae 


D’autre part, l’ensemble de ces transformations linéaires, de para- 
metre Q, constitue un groupe, tel que 


“(25% +p +p 2) = (2, B+ piel) X (2-Ho" 44, o +p + 9’ 2), 


et ce produit se traduit, sur les S,(a), par lopération 


(eon Sse a) | SPS nanaS (ty) se sO) (a). 


v=0 


En identifiant les coefficients de a) dans les deux membres extrémes, 
il vient done (') 
Vis 


Cee Ge ieee 


v=. 


(1) Ces développements ont été étudiés dans plusieurs cas par J. Horn [ 1, 2, 3]. 


(7) Ce résultat peut s’obtenir directement par la formule d’interpolation de 
Newton. 
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On peut déduire de ces identités l’ordre de grandeur des S (a) - 
d’une série de facultés (1) d’abscisse de convergence i. En effet, 
si ’ est le plus grand des deux nombres A, 0, on a alors, quel que 
soit ¢ > 0, : 


7 |S (a)| < CrP C ace gar ey 
¢ 
et en portant cette derniére limite supérieure dans coo) oulo == 0, een4 
et en tenant compte de (68), on obtient _ : 
Vas ~ 7 
(p-+#4) o+v\ /i+e+s—v C Vet ptits\. 
(69) | ss (a) |< o>( v )( s—y = s - 
: v=0 
Cela posé, considérons deux séries de la forme 
. a;s! 
(70) Fi (4) =) pee ot-* 
s=0 > 
1 a . b,s! - - + 
i) Ea ees peraes 
50) 


convergentes dans le demi-plan ¢ >A. Pour raisonner sur des 
séries absolument conyergentes dans le demi-plan ¢ > 2’, utilisons 
la transformation (3, z-+1), ce qui donne 


} 


. par = Si (a)s! 
(71) pak as (2s je say 
(71) BR) i ey eee 


5==0' 


Posons maintenant 


> 


Sv tha vou b) p! q! 
Son Ge. 


upg = PG =a, 2 asain 


et considérons la série double 
\ — 
) Un,q) P, 7 =, I, 2, «+s 
D4 


L’inégalité (69) donne immédiatement, pour limite supérieure de 
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la valeur absolue de son terme général, 


ipa yte, 


5 Upql< q+ ; 
il vient done , = 
: Ps , 
(72) >i Up, s—p| < Gsh’*2-9-1 Jog (r+ s), 
p=0o 


d’ou résulte la convergence absolue de cette série, dans le demi- 
plan ¢ > 2’. Dans ces conditions, on peut PLUre la relation 


pHs 


(73 ) : va, dened Sayer 


S20 pi=——0 


dont le premier membre est justement F,(z)F,(s), comme le 
montre immédiatement la premiére sommation 


2 


See 


Sie (6) q! : (a) p! 
ce (2+1) (4+2).. odie fas Oe (2+ 9+2) Gna. -+3)...(¢+p+q+2) 
p=0 + =30. 
Sy (b) q! 
“ze 1) (a 2s. ae ge) Bite). 
11 vient enfin : 
Cass 


(7) FG) (8) =) 7 


(22e Diets s 1) 


ou 


p=s—l 


a ogee x Aare Esa Soo aise 18): 


Or l’ordre de grandeur de ce coefficient se déduit immédiatement 


de (72), car 
: 3s) 


(4+1)(4+2).. SELES eepe-ten] < Cs logs, 


s! 


les|< 


ou, puisque ¢ est arbitrairement petit, 
Vel << Gsk te, 


I] résulte de la que la série (74) converge absolument pour ¢ > i’. 
Mais elle n’est pas de la forme (1), et, pour revenir 4 cette forme, 


+4 
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il nous faut utiliser la transformation (z, 3—1). On trouve ainsi 


Cc). 1! (65 eyo (c3— €2)3! 


(75) PE erence Ts z(g-+1)(@+2)(2+3) 


et cette série converge pour ¢ > i’, comme le montre immédiate- 


? 


ment la valeur de la limite supérieure 


: og}¢c 
= lim sup og Leal 


nyo  logn 

Par conséquent, le produit de deux séries de facultés conver- 
gentes pour ¢ > X’ se représente par une série de méme forme, 
convergente dans le méme demi-plan. D’ ailleurs, sila convergence 
des deux séries est absolue dans ce demi-plan, ilen est a fortiori 
de méme pour (75), puisqu’il en est ainsi pour la série majorante 
fournie par les valeurs absolues des coefficients a, et b. 

On peut encore préciser ces résultats. Remarquons en effet que 
le produit de deux fonctions peut étre représentable par une série 
de facultés de la forme (1), sans que toutes les deux le soient. C’est 
ainsi que CF, (z) se représente, en méme temps que Fi (s " par 
une série de facultés de cette forme, bien que la constante non 
nulle C ne posséde pas cette propriété. Plus généralement, il en 
est de méme pour le produit ‘ 


[Fi(2)*% C] Fa(s)3 22 ¢ 


mais, en le décomposant suivant F,(z)F,(z) + CF.2(z), on voit 
que ce produit ne se représente plus par une série de la forme 
particuliére. (75), st C4 0, mais par une série de la forme géné- 
rale (1), convergente encore pour ¢ > i’. Enfin, si l’on considére 
un produit : 

[Fi(z) + C][F2(z)+ C’], 


ce dernier résultat subsiste 4 condition de retrancher de ce pro- 
duit le produit des constantes CC’. 

Reprenons alors les développements (71), (71'); ils convergent 
absolument pour ¢ > 2’, et simplement pour o> X,, Aj étant le 
plus grand des deux nombres A,, o. En les mettant sous la forme 
Sica). 1! SWWCa)2! 

zap he aR Dz ee 

(9)(b)-1! e S096) a! 

5+2 (#+2)(2+ 3) 


+1) Fi(z) = Sy(a)+ 


2+1) Fo(z) = S§(b)4 
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il résulte des remarques précédentes que 
; (2 +1)? F,(s) Fo(z) — 8{0?(a) $(0)(b) 
est afiresentible par une série de la forme 


dy ae as eed d, : 
So (Bea (ke) Cae 2) (sz + 3) Ge 44) 


“9 


et par suite, en désignant par d, le produit S? (a) S\(b), 


(76) whined 9 


Py (s) Fo(s ) 
‘Z. da, do d3 
rah (BETA) Z(S-+-1)(2-+2)  £(@-+-1)(e 42) (243) 


He] 


et cette série converge absolument pour ¢ > i’, et simplement pour 


o > A). Pour obtenir F, (s)F,(z), il faut encore multiplier les deux 


. : I 
»quiest dela forme 1 ———=* 
ot ON: 


‘ ow . & 
membres de (76) par la fraction ae 


 < ° —I is é PG 
Cette derniére fraction aie est seule représentable par une série 


de facultés, mais nous savons que cela suffit pour que le produit 
& 


du second membre de (76) par = - le soit; la série de facultés 


que Von obtient ne peut étre que Tk série (75), mais nous avons 
ainsi démontré que cette série converge simplement pour c > i\ 
: “et absolument pour ¢ > 2’. Nous pouvons donc énoncer le 


Tutorime. — Le produit de deux séries de facultés de la 


forme (1) d’abscisse de convergence h, et sommables par la. 


transformation (z, z+ 1) dans le demi-plan o> ,, se repre- 
sente par une série de facultés de laméme forme, convergente 
pourc>),,7>0, et absolument convergente pours >i, o>0. 


Si Pon fait la remarque évidente que la multiplication de deux 
séries de facultés et leur transformation par (z, z-++¢) sont deux 
opérations permutables, on voit que l’on peut généraliser ce théo- 
réme par l’énoncé suivant : 


Tutorime. — Le produit de deux séries de facultés de la 
forme (1), sommables par la transformation (3,3-+p) (p=°, 

-. 1, 2,...) dans le demi-plan +> hp, se représente par une série 
de facultés de la méme forme, dont la transformée par (z, 


oo 
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z+p) converge simplement pour ¢ >hpi4, 7 >0, et absolu- 
ment pour > hp, s >0. 


En appliquant ces résultats aux produits de séries de la forme (8) 


if a CG etal 
- (+1) 


1 
aE ae 3 z(@4+1) 3(@+1)(6 +2) i 


ee. 


que nous sayons étre absolument convergente pour ¢ >&(«), 

nous voyons que toute fonction rationnelle qui s’annule a linfim 
se représente par une série de facultés de la forme (1), absolument 
convergente pourvu que ¢ soit positif et supérieur a la partie réelle 

de celui des péles dont la partie réelle est maximum. 

On déduit de la un résultat déja énoncé en partie a la fin du 
paragraphe 92: Si F(z) est une fonction développable en série 
de facultés de la forme (1), d’abscisses de convergence h, hy, 
Mayle A prcey La fonction z PF (z) se représente par un déve- 
loppement de la méme forme, absolument convergent pour 
o> dp-1, ¢ > 0, et simplement convergent pour ¢>hp, > 0. 
Cela résulte immédiatement de lidentité 


o 


F(z) _ F (2) 2(2+1)0.-(2+p—1) 
ZP (ZB -+1)...(2+p—1) 2P ; 


Il est clair que le premier facteur du second membre se représente 
par une série de la forme (1), convergeant absolument pour 


g > hp_s, et simplement pour ¢ > Az. Le deuxiéme facteur est tel. 
S(Z+1)...(2+p--1) 
& BP 


que — 1 soit également représentable par une 


série de cette forme, pour laquelle » =o. Le résultat énoncé est 
alors évident. 

102. Différentiation. — La convergence uniforme d’une série 
de facultés (1) dans tout plan ¢ >)-+-6 >A permet de former la 
dérivée F’(s) de sa somme F(z) par dérivation terme a terme, et 
la nouvelle*série obtenue 


esi I I oe 
F(z)=—) : — + 4— + ...4 ) 
B(Z2+1)...4@+s)\S 241 Z+ Ss 


Osean 


conyerge dans tout le domaine de convergence uniforme. Mais ce 
n’est pas une série de, facultés. 


* 
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Cependant cette dérivée peut étre représentée par une série de 
facultés, comme le suggére la transformation (z, s-+-0). Cette 
transformation conduit en effet A Videntité 


eee [a,—Si° > "(a)] s! 
See +P+1). (e+ p48) 


=51 Obed] Beem | 
co) [ ani a As—s-t.: wt \ POI aa g! 


(2+ 6) (6-46 +1) .a (ep +s) 


s==1 ‘ 


et, si s est un point du demi-plan ¢ > i, + > 0, cette derniére série 
converge, du moins si| | est assez petit. Sil’on fait tendre ensuite p 
vers zéro,,on trouve l’expression de F’(z) par une série de facultés - 


» je + St at)! 


2 “s S 
(77) F(z) =—)) Z(Z-+1)...(3 #8) 


SA 


On peut encore obtenir ce développement a l'aide de l’intégrale 
de Laplace. En effet, la dérivation par rapport a z de l’équation 


(78) F(z) =f e1e(ayae 
donne 

1 
(79) F(2)= [ t-1 logt o(¢) at. 


0 


En multiplant entre eux les développements de logt et de o(¢) 
suivant les puissances croissantes de 1 — ¢, et en intégrant terme: 
a terme, on retrouve la série (77). Mais sa représentation par 
Vintégrale de Laplace (79) nous fournit aisément son abscisse de 
convergence. 

Si 420, Vordre de ¢' logto(¢) est encore X-+-1, et la série 
dérivée a méme abscisse de convergence que la série donnée. 

Sik < 0, avec — p— 1S) <— p, il suffit de déduire (77) de 
Péquation (28) 


~ ‘AC | iy Ss 
F)=>) +f tte, (t)dt. 


Nous savons que lordre de ¢~'9,(¢) est encore +1, et qu’il 
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n’est pas modifié par multiplication par log¢; l’abscisse de conver- 
gence ne pourra donc étre changée par la dérivation que par suite 


=A 
(+n) 
facultés d’abscisse de convergence égale a — rn, de sorte que nous 
pouyons énoncer le 


de la présence des péles. Or la dérivée ———, donne une série de 


Tutorime. — Si une fonction F(z) est représentable par une 
série de facultés de la forme (1), d’abscisse de convergence h, 
sa dérivée I'(z) est représentable par une série de méme forme, 
dont lVabscisse de convergence est également dh, st K>0. 
Si) < 0, cette abscisse est en général zéro par suite de Vexis- 
tence du péle double a Vorigine. 


Pourtant il résulte de la démonstration que, si F(z) est régu- 
liére aux points s=0, —1, ..., et si —n(n<p) est le premier 
de ses pdles, l’abscisse de convergence de la série dérivée est 
Pabscisse de ce pole. En particulier, si F(z) est réguliére pour >A, 
la série dérivée converge pour ¢ > i. 

Pour illustrer ces diverses circonstances, il suffit de reprendre 
les deux exemples suivants. La série 


-2 a(a+tr)...(a+s—t1) 


= 2(Z+1)...(@+5) 


admet l’abscisse de convergence A= A/(a), et, en dérivant, on 


obtient 


I Se Sear. I ) 


a aE S hens &; B(Z+1)...(3+5) +1 2.0 ats—t 


qui a la méme abscisse de convergence, et cela quel que soit «. 
Par contre, la série 


ro) 


al a=sats | 
F(z)= ) 
(2) ee 


=8 


qui converge dans tout le plan, admet la série dérivée 


2-8 g—s+l 9-1 
ey Saar =e cn ot SAE s! 


dont labscisse de convergence est nulle. 


(> 
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103. Intégration. — Pour étudier le développement de linté- 
egrale de F(z), reprenons la représentation de cette fonction par 
Pintégrale de Laplace (78). Soit #-un point intérieur au demi- 
plan o > 2. En intégrant de « jusqu’a s, on trouve 


a Nd 


| 


ale 


| g(4) 
F(z)dz z—1 = 
(3) dz =f, (t t% Meee” 


et, en tenant compte de 


cette équation peut encore s’écrire 


a 


a 1 

(80) if F(s)ds=C+o(i)logs+ f ie ioe 
are 0 

Cette derniére intégrale se développe en série de facultés, dont 
-Tabscisse de convergence est le plus grand des deux nombres A 
et o. Pourtant, si a) = 0, et si F(z) est réguliére pour Ci Shs 
Vabscisse de convergence de cette série est 4, méme si \ <0. On 
aura done 


bss! 
(81) f- raiden tears) Fe soto 


Pour déterminer les coefficients b;, il suffit de dériver les deux 
membres par rapport az, et d’identifier. Il vient ainsi, d’aprés (77), 


Bees bm b 
a * (+ ae 
F(z = 2-3 
ee, Bi gla+t)...(2+58) 3 
‘Seal 
et, par suite, 

b5— Ns b ; 

Se ee, 5s=1,2,3,. 


Ces équations déterminent les coefficients 6, d’une maniére unique, 


et leur résolution donne 
Vos = 
BS Va 
(Gaye eb ws: = Last Soy ee? 
V2 
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ot les B' sont les*nombres de Bernoulli. Ces expressions des 6, 
peuvent encore se former directement a partir de l’équation (80). 
Nous savons en effet que les 6, sont les coefficients du développe- 


ment de eee suivant les puissances croissantes de 1— ¢. Or 
Ga og? 
A 3 C) "ot : 

on connait le développement de ee qui est 

t a 
(83) ae es 

Seo : ; cee, ¢ 
Il reste done a déterminer celui de ae en posant £—1 =u, il 

A fo) 

vient 

ee: 

SS ae ma 

logt reer =f saa Hae, 


et on a |u|<i le long du segment o<t<1. On peut donc 
substituer a (1+ w)*, dans cette intégrale, son développement de 
Newton . 


ued obs eee se seh): 


- v=0 


qui est absolument convergent puisque | u | <Sale OL intégrer terme 
a terme. On obtient ainsi 


u I Boe uy 
pos = + iu) eat 
log(1+ w) 2 yv—1v! 


ou 


=f 2(2—0..(e—v 4 de : 


Viel 


est une expression connue des nombres de Bernoulli. En revenant 
a la variable ¢, il vient donc 


C) 


Pn hPa bees I 1) (vt) preys 
(84) log'ty. * Sar er ae Mes, 


et, en effectuant le produit de (83) et (84), on a enfin 


ies Bi) 
ee — y+ (— n+ 501) 8)+ (— art Sart ay) (i+. 


% 


dont les coefficients sont bien les expressions (82) des bs. 
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Proposons-nous, par exemple, de former le développement en 
pots + $3 . gis I re i 
série de facultés, de la fonction F(s) = log ( t+ :) - Considérons 
sa dérivée 
1 ~ 


. rr 3) — . 
2) S(3-+1) 7 
C’est une série de facultés, dont tous les a, sontnuls, sauf @,=—1, 
et son abscisse de convergence est } = — oo. Les coefficients b, de 
la primitive sont done ici 
; I 
Op =e ee Oe =a 
(—1)t BS-)) “i ; 
b= eee Eur Spans al ee 


et la série de facultés ainsi obtenue 
- een Ve aN (SA) 
(85) log(14 I I (—1)s-1 BY I 
3 2 Z(2-- 1) s—I Z(3-+1)...(+5) 


S 
ae 


A 


admet évidemment l’abscisse de convergence } = 0, car la fonc- 
tion log(/1 + +) a un point singulier logarithmique al’origine. On 
BALL oie) Pp 8 3 q BERe: 


obtient un développement un peu plus simple a l’aide de la trans- 
formation (s, 3-41), a savoir 


aS (= 1 BY 
log — =— if 
og(1+ 5) MASE Tee 


SSI 


dont l’abscisse de convergence est encore = 0. 


104. Différence finie et somme. — La série de facultés 
Anse ‘ 
[EMCEE ee, ae 
‘ fed 3( 5 +4-1)...(5 +5) 
$=0 os ¢ 


et la série de Newton 


She, CB 0) 5 8) 
F.(@) => (a, I 
$=0 


s 


se prétent avec facilité aux opérations du calcul aux différences 
finies, et c’est surtout de cette propriété caractéristique que 


NORLUND . i) 


‘» 
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résultent les nombreuses applications que l’on peut faire de ces 


we 


développements. On a en effet 


n ! a 
Ai ay ene, ate ale 
aad 2(Z+1),..(3 +5) 
Nery 
pele . (3—1)(6—2)...(2—S) 
AF,(2) = (—1)" 5 (—5)! deen x = us 


s=0 


Considérons de méme Vopération inverse. On vérifie immédiate- 


ment que les équations 


admettent les solutions 


ae Z(5+1)...(3+5) 


$==0 


(86) ~ @ (s)=C+aV(z)- 


<8 Bae: 
&,(7)=C —-» (Sars wey 


ss 4 


Ces deux équations aux diflérences finies admettent d’ailleurs 
une infinité de solutions. qui différent Pune de l'autre par une 
fonction périodique de période 1. Mais des propriétés de nos 
séries, il résulte que les deux solutions que nous venons d’indiquer 
sontles solutions principales, et qu’aucune autre solution n’admet 
un développement de la méme forme. ; 

Toutes ces séries ont évidemment la méme abscisse de conver- 
gence. 

Considérons, par exemple, l’équation 


AD(z) = = 
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On sait que A= A(«), et la fonction ®(z) est ici U(s—a«). La 
formule (86) nous fournit done le développement en série de 
facultés de la différence 


. 
n 


~ I Clb 1) an (aaes) 
UG oe pone SS OE a EU aes 
aS a) ELA) ee Ee 


S20 


— 


dont Pabscisse de convergence est encore ) = A(2). 
On peut obtenir une représentation de la fonction W(z) elle- 
méme, en appliquant la,sommation a la série (85), dontle premier 


terme — fournit justement W(z). Il vient ainsi 

. I utes Bw? I 

W(s) = logs — — + (= US Bay \ 5 
‘ 2z S(S-F1) Z(4+1)...(4+5) 


OF =a 


et Pabscisse de convergence de cette série de facultés est \= 0. 
On peut d’ailleurs simplifier un peu a Vaide de la transforma- 
tion (z, = +1), qui donne le développement 


W(z)= logs z \ Wes BY I 
. oa Se s CES on eee ee 


=a 


dont l’abscisse de convergence est encore h= 0. 
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